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Corrigé de l'épreuve de Mathématiques (Option - 2h)

0°) Préliminaire : l'inégalité triangulaire et son cas d'égalité
a) Pour tous complexes z, z£, on a l'inégalité triangulaire : †z + z£§ § †z§ + †z£§ qui se justifie ainsi :

†z + z£§2 = Hz + z£L Izê + z£M = †z§2 + †z£§2 + z z£ + zê z£ = †z§2 + †z£§2 + 2 ReHzê z£L.
 En posant zê z£ = a + i b, on sait que ReHzê z£L = a § a2 + b2 = †zê z£§, avec égalité si et seulement

 et seulement si a = a2 + b2 , c'est à dire si et seulement si a = ReHzê z£L ¥ 0 et b = ImHzê z£L = 0,
 donc si et seulement si zê z£ est un nombre réel positif. Par conséquent, on a donc :
†z + z£§2 = †z§2 + †z£§2 + 2 ReHzê z£L § †z§2 + †z£§2 + 2 †zê z£§ = †z§2 + †z£§2 + 2 †z§ †z£§ = H†z§ + †z£§L2.

 Ceci implique donc que : †z + z£§ § †z§ + †z£§, avec égalité si et seulement si zê z£ est  réel positif.

b) Il y a égalité si et seulement si ReHzê z£L = †zê§ †z£§, donc si et seulement si zê z£ est réel positif.
Si z = 0, la condition est évidemment vérifiée et on a égalité dans l'inégalité triangulaire.
Sinon, l'égalité zê z£ = l ¥ 0 équivaut à z£ = l

†z§2
 z, et on a donc z£ = m z avec m ¥ 0.

Inversement, s'il existe m ¥ 0 tel que z£ = m z, alors †z + z£§ = H1 + mL †z§ = †z§ + †m z§ = †z§ + †z£§.

1°) Existence d'un minimum absolu de la fonction f sur le plan
a) Pour tout entier k e P0, n - 1T et tout complexe z, on a : †z§ § †z - zk § + †zk §.

Il en résulte que : †z - zk § ¥ †z§ - †zk §, d'où par sommation et compte tenu de ⁄k=0
n-1 †zk § = f H0L :

f HzL = ‚
k=0

n-1

†z - zk § ¥ n †z§ -‚
k=0

n-1

†zk § = n †z§ - f H0L.

 Par conséquent, on a lim†z§Ø+¶ f HzL = +¶.

 En particulier : f HzL > f H0L si n †z§ - f H0L > f H0L, ce qui est réalisé pour †z§ > 2 f H0L
n

.

b) La boule fermée de centre 0 et de rayon 2 f H0L
n

 étant fermée bornée dans le plan est compacte.

La fonction f étant clairement continue sur le plan, elle y admet donc un minimum m § f H0L,
atteint en un certain point W d'affixe w de cette boule fermée.
Et pour †z§ > 2 f H0L

n
, on a vu que f HzL > f H0L, ce qui implique f HzL > m (puisque f H0L ¥ m).

Ainsi donc, le minimum m = f HwL est un minimum global de f sur le plan complexe.
Celui-ci est clairement strictement positif puisque f HwL = ⁄k=0

n-1 †w - zk § > 0 (sinon, les zk seraient
tous égaux à w alors qu'ils sont supposés distincts.

2°) Unicité d'un minimum absolu de la fonction f sur le plan
a) Pour tous complexes distincts z, z£ et tout réel l e D 0, 1@, on a par inégalité triangulaire :
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2°) Unicité d'un minimum absolu de la fonction f sur le plan
a) Pour tous complexes distincts z, z£ et tout réel l e D 0, 1@, on a par inégalité triangulaire :

fkHl z + H1 - lL z£L = †Hl z + H1 - lL z£L - zk § = †lHz - zkL + H1 - lL Hz£ - zkL§
§ l †z - zk § + H1 - lL †z£ - zk § = l fkHzL + H1 - lL fkHz£L.

D'après la question préliminaire, il y a égalité ci-dessus si et seulement si :
- soit : lHz - zkL = 0, c'est à dire : z = zk, ou : M = Mk.

 - soit : $ m ¥ 0 : H1 - lL Hz£ - zkL = m lHz - zkL, c'est à dire : z£ - zk = m l

1-l
 Hz - zkL, 

Ainsi, s'il y a égalité dans l'inégalité ci-dessus, on a soit M = Mk, soit : Mk  M £ = m l

1-l
Mk  M .

Il en résulte que les points M , M £, Mk d'affixes z, z£ et zk sont alignés.

b) En sommant les inégalités précédentes pour 0 § k § n - 1, on obtient :

‚
k=0

n-1

fkHl z + H1 - lL z£L § l ‚
k=0

n-1

fkHzL + H1 - lL ‚
k=0

n-1

fkHz£L.

 Ce qui s'écrit encore : f Hl z + H1 - lL z£L § l f HzL + H1 - lL f Hz£L.
 Pour avoir égalité dans cette inégalité, il faut avoir pour tout entier k e P0, n - 1T l'égalité :

fkHl z + H1 - lL z£L = l fkHzL + H1 - lL fkHz£L.
 Ce qui implique, pour tout k, que les points M , M £, Mk  d'affixes z, z£, zk sont alignés, et comme
 z ! z£, ceci implique que les points M0, M1, ... , Mn-1 sont alignés sur la droite M M £.
 Mais ceci contredit le fait que les points M0, M1, ... , Mn-1 ont été supposés non alignés.
 Ainsi donc, l'inégalité précédente portant sur f est nécessairement stricte.

c) Si f atteint son minimum absolu m en deux points distincts d'affixes w et w£, on a donc :
f Hl w + H1 - lL w£L < l f HwL + H1 - lL f Hw£L = l m + H1 - lL m = m.

Cette inégalité stricte est impossible puisque m est le minimum de f.
Par conséquent, f atteint son minimum absolu en un point W du plan et un seul.

d1) Supposons que l'ensemble 8M0, M1, ... , Mn-1< admette un axe de symétrie !.
 Si W n'appartient pas à !, considérons son symétrique W£ par rapport à !.
 L'ensemble 8M0, M1, ... , Mn-1< étant stable par symétrie par rapport à !, on en déduit que
 la symétrie orthogonale par rapport à ! transforme l'ensemble ci-dessous en le suivant :
- l'ensemble des segments des n + 1 segments 8WM 0, WM 1, ... , WM n-1<
- l'ensemble des segments des n + 1 segments 8W£ M0, W£ M1, ... , W£ Mn-1<.
Comme une symétrie orthogonale conserve les longueurs, on a donc :

f HWL = ‚
k=0

n-1

WMk = ‚
k=0

n-1 ! W£ Mk  " = f HW£L.

 Ainsi, f atteint son minimum en deux points distincts, W et W£ : c'est contradictoire, et on en tire
 la conclusion que W appartient à l'axe de symétrie !.

d2) Supposons que l'ensemble 8M0, M1, ... , Mn-1< admette un centre de symétrie I.
 Si W est distinct de I, considérons son symétrique W£ par rapport à I.
 L'ensemble 8M0, M1, ... , Mn-1< étant stable par symétrie par rapport à I, on en déduit que
 la symétrie centrale par rapport à I transforme l'ensemble ci-dessous en le suivant :

 - l'ensemble des segments des n + 1 segments 8WM 0, WM 1, ... , WMn-1<
 - l'ensemble des segments des n + 1 segments 8W£ M0, W£ M1, ... , W£ Mn-1<.
 Comme une symétrie centrale conserve les longueurs, on a donc :
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- l'ensemble des segments des n + 1 segments 8WM 0, WM 1, ... , WMn-1<
- l'ensemble des segments des n + 1 segments 8W£ M0, W£ M1, ... , W£ Mn-1<.
Comme une symétrie centrale conserve les longueurs, on a donc :

f HWL = ‚
k=0

n-1

WMk = ‚
k=0

n-1 ! W£ Mk  " = f HW£L.

 Ainsi, f atteint son minimum en deux points distincts, W et W£ : c'est contradictoire, et on en tire
 la conclusion que W est le centre de symétrie I.

 Dans le cas d'un parallélogramme, on sait que les diagonales se coupent en leur milieu I.
 Donc la symétrie par rapport à I laisse invariant le parallélogramme M0 M1 M2 M3.
 Le minimum de la fonction f est donc atteint en W = I et ce minimum est égal à la somme des
longueurs des deux diagonales puisque : ⁄k=0

3 ! WMk  ± = ±M0 M2 ±+±M1 M3 ".
d3) Supposons que l'ensemble 8M0, M1, ... , Mn-1< est stable par une rotation de centre I.

 Si W est distinct de I, considérons son image W£ par cette rotation de centre I.
 Cette rotation de centre I transforme donc l'ensemble ci-dessous en le suivant :
- l'ensemble des segments des n + 1 segments 8WM0, WM1, ... , WMn-1<
- l'ensemble des segments des n + 1 segments 8W£ M0, W£ M1, ... , W£ Mn-1<.
Comme une rotation conserve les longueurs, on a donc :

f HWL = ‚
k=0

n-1

WMk = ‚
k=0

n-1 ! W£ Mk  " = f HW£L.

 Ainsi, f atteint son minimum en deux points distincts, W et W£ : c'est contradictoire, et on en tire
 la conclusion que W est le centre I de la rotation.

 Pour  le  polygone régulier  de  sommets  Mk  d'affixe  zk = e
2 k i p
n ,  l'ensemble  8M0, M1, ... , Mn-1<  

 est invariant par la rotation de centre O et de mesure 2 p ên.
 Le minimum de la fonction f est donc atteint en W = O et ce minimum est égal à :

f HWL = ‚
k=0

n-1

WMk = ‚
k=0

n-1 !OMk  " = n.

3°) Expression du gradient de la fonction f

a) Pour z = x + i y et zk = xk + i yk, on a donc posé : fkHzL = †z - zk § = Hx - xkL2 + Hy - ykL2 .
Ces n fonctions fk (0 § k § n - 1) sont clairement continues sur le plan complexe entier.
L'ensemble réduit à un point Mk est fermé (par exemple, on a Mk = fk

-1H80<L et c'est donc l'image
réciproque du fermé 80< par la fonction continue fk). Puis la réunion des n fermés 8Mk< constitue
encore un fermé, et donc son complémentaire U est un ouvert du plan.

b) Les dérivées partielles de fk sont pour z ! zk, c'est à dire pour Hx, yL ! Hxk, ykL :
" fk
"x

 Hx, yL =
x - xk

Hx - xkL2 + Hy - ykL2
;

" fk
" y

 Hx, yL =
y - yk

Hx - xkL2 + Hy - ykL2
.

Ces dérivées sont continues sur le plan privé de Mk, donc sur U, et fk est de classe C1 sur U.
 Enfin, le gradient sur U de la fonction fk en Hx, yL ! Hxk, ykL est donc :
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Ces dérivées sont continues sur le plan privé de Mk, donc sur U, et fk est de classe C1 sur U.
 Enfin, le gradient sur U de la fonction fk en Hx, yL ! Hxk, ykL est donc :

" fk
"x

 Hx, yL + i 
" fk
" y

 Hx, yL =
Hx - xkL + iHy - ykL

Hx - xkL2 + Hy - ykL2
=

z - zk
†z - zk §

.

c) Comme f = ⁄k=0
n-1 fk, f est bien de classe C1 sur le plan privé des points M0, M1, ... , Mn-1.

Et par somme, l'affixe de son gradient sur U est donc :

‚
k=0

n-1 Hx - xkL + iHy - ykL

Hx - xkL2 + Hy - ykL2
= ‚
k=0

n-1 z - zk
†z - zk §

.

4°) Recherche de l'unique point W où la fonction f admet son minimum
a) Le minimum m de la fonction f peut être atteint en l'un des points Mk d'affixe zk, mais sinon

il est atteint en un point de l'ouvert U du plan complémentaire des points M0, M1, ... , Mn-1.
Dans ce cas, comme la fonction f est C1, ses dérivées partielles et son gradient s'y annulent :

‚
k=0

n-1 z - zk
†z - zk §

= 0 ou de façon équivalente : ‚
k=0

n-1 Mk  M"Mk  M ¥
= 0.

b) On suppose qu'il existe c e # \ 8z0, z1, ... , zn-1< vérifiant l'égalité : ⁄k=0
n-1 c-zk

°c-zk •
= 0.

 Pour tout z e #, il vient en écrivant z - zk = Hz - cL + Hc - zkL : 

‚
k=0

n-1

z - zk
c - zk
†c - zk §

= ‚
k=0

n-1

Hz - cL + Hc - zkL
c - zk
†c - zk §

= z - c ‚
k=0

n-1 c - zk
†c - zk §

+‚
k=0

n-1

c - zk
c - zk
†c - zk §

= ‚
k=0

n-1 c - zk  Hc - zkL
†c - zk §

= ‚
k=0

n-1

†c - zk §.

 Par inégalité triangulaire, il vient alors pour tout z e # :

f HcL = ‚
k=0

n-1

†c - zk § § ‚
k=0

n-1

†z - zk §
†c - zk §
†c - zk §

= ‚
k=0

n-1

†z - zk § = f HzL.

 Ainsi, si un tel point C d'affixe c existe, la fonction f y réalise son minimum.
 D'après 2°, le point C d'affixe c est donc l'unique point W en lequel f réalise son minimum.

c) On en déduit qu'il existe au plus un complexe c – 8z0, z1, ... , zn-1< vérifiant : ⁄k=0
n-1 c-zk

°c-zk •
= 0. 

 En effet, s'il en existe deux, ils réalisent tous deux le minimum de f, ce qui est impossible.
 Ainsi, deux cas peuvent se produire :
- soit il existe un point C d'affixe c – 8z0, z1, ... , zn-1< où le gradient de f s'annule.

Ce point est alors unique, et c'est le point W où la fonction f est minimale.
- soit un tel point C n'existe pas et alors le point W est l'un des points M0, ... , Mn-1.

5°) Localisation du point W dans le cas d'un polygone convexe
a) On considère une droite ! du plan, un point M situé d'un côté de ! (mais n'appartenant pas à !),

 un point A situé du côté opposé de !, et le point M' symétrique de M par rapport à !.
 Le point I d'intersection de AM et ! est donc situé entre A et M et on a : AM = AI + IM .
 De plus, par symétrie, IM se transforme en IM' et on a donc : IM = IM £.
 Il en résulte que AM = AI + IM £ ¥ AM £ par inégalité triangulaire dans le triangle AIM £.
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5°) Localisation du point W dans le cas d'un polygone convexe
a) On considère une droite ! du plan, un point M situé d'un côté de ! (mais n'appartenant pas à !),

un point A situé du côté opposé de !, et le point M' symétrique de M par rapport à !.
Le point I d'intersection de AM et ! est donc situé entre A et M et on a : AM = AI + IM .
De plus, par symétrie, IM se transforme en IM' et on a donc : IM = IM £.
Il en résulte que AM = AI + IM £ ¥ AM £ par inégalité triangulaire dans le triangle AIM £.

b) Le polygone M0 M1 ... Mn-1 (intérieur et côtés) est l'intersection des n demi-plans fermés Fi
qui sont délimités par les droites Mi Mi+1 et contiennent tous les points M0, M1, ... , Mn-1.
Supposons que le point W n'appartient pas à ce polygone M0 M1 ... Mn-1 (intérieur et côtés).
Il existe i e P0, n - 1T tel que W appartient au complémentaire du demi-plan fermé Fi délimité
par la droite Mi Mi+1 et contenant tous les points M0, M1, ... , Mn-1.
Introduisons le symétrique W£ de W par rapport à Mi Mi+1,  qui est donc distinct de W puisque
W n'est pas dans Fi alors que W£ l'est évidemment.
D'après la question 5.a), on sait que W£ Mk § WMk pour 0 § k § n - 1, et donc f HW£L § f HWL.
Comme m = f HWL est le minimum de f, on a donc f HW£L = f HWL = m. C'est contradictoire car
f atteint son minimum en un point et un seul.
Donc pour tout côté Mi Mi+1 avec 0 § i § n - 1 et Mn = M0, les points M0, M1, ... , Mn-1 et W
appartiennent au même demi-plan fermé Fi délimité par la droite Mi Mi+1 et W appartient bien
à l'intersection des demi-plans fermés Fi qui est le polygone M0 M1 ... Mn-1 (intérieur et côtés).

6°) Etude d'un exemple
a) D'après les deux questions précédentes, le point W qui réalise le minimum de la fonction f

appartient au triangle ABC (côtés compris), ainsi qu'à l'axe de symétrie Oy de ce triangle.
Il appartient donc au segment @OAD et a un affixe de la forme i t avec 0 § t § 1.

b) Si Mt est le point d'affixe i t, avec 0 § t § 1, on a : f HMtL = 1 - t + 2 x2 + t2 .

La dérivée de cette fonction par rapport à t : -1 + 2 t

x2+t2
= 2 t- x2+t2

x2+t2
= 3 t2-x2

x2+t2 2 t+ x2+t2
.

 Cette expression est négative pour 0 § t § x
3

, positive pour t ¥ x
3

, et comme t e @0, 1D, on a :

 † si x ¥ 3 , alors x
3

¥ 1, et donc t # f HMtL est décroissante sur @0, 1D.

 La fonction est ainsi minimale en t = 1 et on a : W = M1 = A et m = f HAL = 2 x2 + 1 . 
 † si 0 < x < 3 , la dérivée s'annule en x

3
, qui appartient bien à @0, 1D.

La fonction t # f HMtL est décroissante sur B0, x
3
F, croissante sur B x

3
, 1F.

 La fonction est ainsi minimale en t = x
3

 et on a : W = M x
3

 et m = f HWL = 1 + x 3 .

c) Si q est la mesure de l'angle JAB, AON = JAO, ACN appartenant à D 0, p
2
@, on a : tanHqL = x.

Ainsi donc, le point W est en A si et seulement si x = tanHqL ¥ 3 = tanHp ê3L, c'est à dire si
et seulement si p ê3 § q < p ê2, ou si et seulement si JAB, ACN = 2 q ¥ 2 p ê3.
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