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Corrigé de I'épreuve de Mathématiques (Option - 2h)

0°) Préliminaire : l'inégalité triangulaire et son cas d'égalité
a) Pour tous complexes z, z’, on a I'inégalité triangulaire : |z + Z’| < |z| + |Z’| qui se justifie ainsi :

lz+ 7P = (z+72) (2 + ?) = 2P+ 2P +z2 +27 = |ZP +|ZP +2Re(z7).
Enposantzz' =a+ib, onsaitque Re(zz) =a < a® +b* =|z7|, avec ¢galité si et seulement

et seulement si a = a* + b , c'est a dire si et seulement sia =Re(Zz) =0etb=Im(zz) =0
donc si et seulement si z z’ est un nombre réel positif. Par conséquent, on a donc :

lz+2P = 2P+ 2P +2Re(zZ) < 2P +|ZP +21z2| = |z + 12 + 212l 1Z| = (2| + |2])>.
Ceci implique donc que : |z + 2’| < |z| + |Z/|, avec égalité si et seulement si z z” est réel positif.

b) Il y a égalité si et seulement si Re(z z’) = |z| |Z’|, donc si et seulement si z z” est réel positif.

Si z = 0, la condition est évidemment vérifiée et on a égalité dans l'inégalité triangulaire.
A
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Inversement, s'il existe u = 0 tel que z’ = puz, alors |z + 2’| = (1 + w) |z| = |z| + |u z| = |z] + |Z].

Sinon, I'égalité zz' = A = 0 équivauta z’ = z,etonadonc z’ = uzavec u=0.

1°) Existence d'un minimum absolu de la fonction f sur le plan
a) Pour tout entier k € [0, n — 1] et tout complexe z, on a : |z| < |z — z| + |z,

Il en résulte que : |z — z;| = |z| — |z;], d'ou par sommation et compte tenu de ZZ;(I) |ze] = £(0) :

n—1 n—1
f@ = 2=zl = nlzl= Y Izl = nlzl - £(0).
k=0 k=0

Par conséquent, on a lim,|_, o f(2) = +oc0.

En particulier : f(z) > f(0)si n|z| — f(0) > f(0), ce qui est réalisé pour |z| > Zf ®

b) La boule fermée de centre 0 et de rayon

2/ ¢tant fermée bornée dans le plan est compacte.
n

La fonction f étant clairement continue sur le plan, elle y admet donc un minimum m < £(0),

atteint en un certain point () d'affixe w de cette boule fermée.

f()

Et pour [z| > ,onavuque f(z) > f(0), ce qui implique f(z) > m (puisque f(0) = m).

Ainsi donc, le minimum m = f(w) est un minimum global de f'sur le plan complexe.
Celui-ci est clairement strictement positif puisque f(w) = ZZ;(]) |w — z;| > 0 (sinon, les z; seraient

tous égaux a w alors qu'ils sont supposés distincts.




2°) Unicité d'un minimum absolu de la fonction f sur le plan
a) Pour tous complexes distincts z, z” et tout réel A €] 0, 1[, on a par inégalité triangulaire :
fQz+(1=0)Z) = |Az+ (A -D2) =zl = AMz-z)+(1 -V (" -z
< Alz=z|+ (1 =2 2" —z| = A fi(2) + (1 = Q) fi(2").
D'apres la question préliminaire, il y a égalité ci-dessus si et seulement si :
-soit: A(z—z,) =0, clestadire: z =2z, ou: M = M,.

soit: Ap=0:(1-A) (2 —z) = Az —2z), cesta dire : 2/ — z; = %(z—zk),

Ainsi, s'il y a égalité dans I'inégalité ci-dessus, on a soit M = M, soit : M; M’ = % M, M.

I1 en résulte que les points M, M’, M, d'affixes z, z’ et z; sont alignés.

b) En sommant les inégalités précédentes pour 0 < k <n — 1, on obtient :

n—1 n—1 n—1
D AAz+1=-07) 2D L@+ =D ) [E).
k=0 k=0 k=0

Ce quis'écritencore: f(Az+(1-2)Z") <= A f(2)+ (1 =Q) f(2).

Pour avoir égalité dans cette inégalité, il faut avoir pour tout entier £k € [0, n — 1] 1'égalité :
fdz+(1=0z2) = A fi2)+(1 =) fi(@).

Ce qui implique, pour tout &, que les points M, M’, M, d'affixes z, z’, z; sont alignés, et comme

z # 7, ceci implique que les points M, M;, ..., M,_; sont alignés sur la droite M M".

Mais ceci contredit le fait que les points M, M;, ..., M,_; ont été supposés non alignés.

Ainsi donc, l'inégalité précédente portant sur fest nécessairement stricte.

¢) Si fatteint son minimum absolu m en deux points distincts d'affixes w et «’, on a donc :
fAw+(1-D)w) < Af(w+(1-2)f()=Am+1-)m = m.
Cette inégalité stricte est impossible puisque m est le minimum de f.
Par conséquent, f atteint son minimum absolu en un point £} du plan et un seul.

d1) Supposons que I'ensemble {M,, M, ..., M,_;} admette un axe de symétrie A.
Si Q) n'appartient pas a A, considérons son symétrique () par rapport a A.
L'ensemble {M,, M;, ..., M,_,} étant stable par symétrie par rapport a A, on en déduit que
la symétrie orthogonale par rapport a A transforme 1'ensemble ci-dessous en le suivant :
- I'ensemble des segments des n + 1 segments {QM, QM ¢, ..., QM ,_}
- I'ensemble des segments des n + 1 segments {Q)' M, Q' M, ..., Q' M,_,}.
Comme une symétrie orthogonale conserve les longueurs, on a donc :

n—1 n—1
@ =Y oM | = 3|97l = £,
k=0 k=0

Ainsi, fatteint son minimum en deux points distincts, ) et {)’ : c¢'est contradictoire, et on en tire
la conclusion que () appartient a 1'axe de symétrie A.

d2) Supposons que I'ensemble {M,, M;, ..., M,_,} admette un centre de symétrie /.

Si Q) est distinct de 7, considérons son symétrique ()’ par rapport a /.
L'ensemble {M,, M, ..., M,_,} étant stable par symétrie par rapport a /, on en déduit que
la symétrie centrale par rapport a / transforme I'ensemble ci-dessous en le suivant :



- I'ensemble des segments des n + 1 segments {QM ,, QM {, ..., OM,,_;}
- I'ensemble des segments des n + 1 segments {Q' M,, Q' M, ..., V' M,_;}.
Comme une symétrie centrale conserve les longueurs, on a donc :

n—1 n—1
@)=Y oM | = 3|97l = £,
k=0 k=0

Ainsi, fatteint son minimum en deux points distincts, () et )’ : c'est contradictoire, et on en tire
la conclusion que () est le centre de symétrie /.

Dans le cas d'un parallélogramme, on sait que les diagonales se coupent en leur milieu /.
Donc la symétrie par rapport a / laisse invariant le parallélogramme M, M| M, M;.

Le minimum de la fonction f'est donc atteint en {) = / et ce minimum est égal a la somme des

longueurs des deux diagonales puisque : 213{:0 H TMk || = || My M, ||+|| M, M; ||.

d3) Supposons que I'ensemble {M,, M, ..., M,_,} est stable par une rotation de centre /.

Si Q) est distinct de 7, considérons son image ) par cette rotation de centre /.
Cette rotation de centre / transforme donc I'ensemble ci-dessous en le suivant :
- I'ensemble des segments des n + 1 segments {QOM,,, OM,, ..., OM, _;}

- I'ensemble des segments des n + 1 segments {Q M,, Q' M;, ..., Y M,_;}.
Comme une rotation conserve les longueurs, on a donc :

n—1 n—1
f@ =3 0N | = 37| 7M | = /@),
k=0 k=0

Ainsi, fatteint son minimum en deux points distincts, () et )’ : c'est contradictoire, et on en tire
la conclusion que (2 est le centre / de la rotation.

2kin

Pour le polygone régulier de sommets M, d'affixe z;, =e » , l'ensemble {M,, M, ..., M,_;}

est invariant par la rotation de centre O et de mesure 2 77/ n.
Le minimum de la fonction f'est donc atteint en {2 = O et ce minimum est égal a :

-1 -1
f(ﬂ)=nz OM; =nZH0T4k|| = n.
k=0 k=0

3°) Expression du gradient de la fonction f

a)Pourz=x+iyetz, =x;,+iy;,onadoncposé: f;(z) = |z —z| = \/(x—xk)2 +(y—yk)2 .

Ces n fonctions f;, (0 < k < n— 1) sont clairement continues sur le plan complexe entier.
L'ensemble réduit a un point M, est fermé (par exemple, on a M}, = fk_l({O}) et c'est donc I'image
réciproque du fermé {0} par la fonction continue f;). Puis la réunion des n fermés {M,} constitue
encore un fermé, et donc son complémentaire U est un ouvert du plan.

b) Les dérivées partielles de f; sont pour z # z;, c'est a dire pour (x, ) # (X, Vi) :

0 f xX—Xx 0 y—y
—k(x,y)= ‘ ; —k(x,y)= ‘

0x V=30 + (= 9y V= + (5 -y




Ces dérivées sont continues sur le plan privé de M,, donc sur U, et f;, est de classe C! sur U.
Enfin, le gradient sur U de la fonction f; en (x, y) # (x;, y4) est donc :

9 fi 9 Jx (x = x) +i(y = yp) zZ—z
— (x, y)+la—(x y) = =

Ox Y \/ (x—x)* + (= y)?

|z =zl

¢) Comme f = ZZ;(I) f. fest bien de classe C! sur le plan privé des points My, My, ..., M,_;.
Et par somme, I'affixe de son gradient sur U est donc :

n—1 n—1

Z (x=x)+i(y =) B z—z;

k=0 \/ @—x ) +(y—y)* k=0

|z =zl

4°) Recherche de l'unique point ) ou la fonction f admet son minimum
a) Le minimum m de la fonction f'peut étre atteint en 1'un des points M, d'affixe z;, mais sinon

il est atteint en un point de I'ouvert U du plan complémentaire des points M, M;, ..., M,_;.

Dans ce cas, comme la fonction fest C', ses dérivées partielles et son gradient s'y annulent :

n-1 n—-1 37 a7
z—z M, M N
Z L 0  oude fagon équivalente : Z R 0.
=0 b I M)
b) On suppose qu'il existe ¢ € C\{zy, zy, ..., z,_} vérifiant I'égalité : 3}~ |C_Zk| 0.
C—Zk

Pour tout zeC, il vienten écrivant z —z;, = (z—c¢) + (c — z;) :

n—1 c—z; n—1
% - Y o+~
k=0 |C—Zk| =0 _Zkl
n—1 C_Zk n—1 _Zk n—lﬁ(c_zk) n—1
=3 SRR Sy
lc - Zk| P |C -zl = le—zl pars

Par inégalité triangulalre il vient alors pour toutzeC:

f() = Z e - 2l <Z Iz - zkl = Z z—zl = f(2).

Ainsi, si un tel point C d'afﬁxe c ex1ste, la fonction 'y reahse son minimum.
D'apres 2°, le point C d'affixe ¢ est donc 1'unique point () en lequel fréalise son minimum.

lc — Zkl

c—z
¢) On en déduit qu'il existe au plus un complexe ¢ € {zy, z;, ..., z,_1} vérifiant : Zk 0] k| 0.
c—z
k

En effet, s'il en existe deux, ils réalisent tous deux le minimum de f, ce qui est impossible.
Ainsi, deux cas peuvent se produire :
- soit il existe un point C d'affixe ¢ ¢ {z,, z;, ..., z,_1} ou le gradient de f's'annule.
Ce point est alors unique, et c'est le point { ou la fonction f'est minimale.
- soit un tel point C n'existe pas et alors le point () est I'un des points M, ..., M, _;.




5°) Localisation du point Q) dans le cas d'un polygone convexe
a) On considere une droite A du plan, un point M situ¢ d'un c6té de A (mais n'appartenant pas a A),
un point 4 situé du c6té opposé de A, et le point M’ symétrique de M par rapport a A.
Le point 7 d'intersection de AM et A est donc situé entre 4 et Metona: AM = Al + IM.
De plus, par symétrie, IM se transforme en /M’ et on a donc : IM = IM’.
Il en résulte que AM = Al + IM’ = AM’ par inégalité triangulaire dans le triangle A/M’.

b) Le polygone M, M, ... M,_; (intérieur et cotés) est l'intersection des n demi-plans fermés F;
qui sont délimités par les droites M; M, et contiennent tous les points My, My, ... , M,,_;.
Supposons que le point () n'appartient pas a ce polygone M, M, ... M,,_; (intérieur et cotés).
Il existe i € [0, n — 1] tel que ) appartient au complémentaire du demi-plan fermé F; délimité
par la droite M; M, et contenant tous les points M,, M;, ... , M,,_;.

Introduisons le symétrique ()" de () par rapport a M; M, ;, qui est donc distinct de Q) puisque

Q n'est pas dans F; alors que ()’ I'est évidemment.

D'apres la question 5.a), on sait que ()’ M, < QM pour 0 <k <n — 1, et donc () < f(C).

Comme m = f({)) est le minimum de f, on a donc f({)") = f({)) = m. C'est contradictoire car

f atteint son minimum en un point et un seul.

Donc pour tout c6té M; M;,; avec 0 <i<n—1 et M, = M, les points My, M, ... , M,_; et Q)

appartiennent au méme demi-plan fermé F; délimité par la droite M; M, et () appartient bien

a l'intersection des demi-plans fermés F; qui est le polygone M, M, ... M,,_; (intérieur et cOtés).

6°) Etude d'un exemple

a) D'apres les deux questions précédentes, le point () qui réalise le minimum de la fonction f
appartient au triangle ABC (c6tés compris), ainsi qu'a I'axe de symétrie Oy de ce triangle.
I1 appartient donc au segment [OA] et a un affixe de la forme i avec 0 < ¢ < 1.

b) Si M, est le point d'affixe it,avecO <t <1,ona: f(M)=1-t+2+ 2+,

2t _ 2=\ x2+12 _ 37252

La dérivée de cette fonction par rapporta¢: —1 +

x2+12 \/x2+t2 x2+t2 (2 t+\/x2+t2 )
Cette expression est négative pour 0 < ¢ < %, positive pour ¢ > %, etcommet€[0, 1],ona:
msix>V3,alors =— > 1, etdonc 7 = f(M,) est décroissante sur [0, 1].

Nk
La fonction est ainsi minimaleenz=1etona: Q=M =Adetm= f(A) =2\ x> +1.

=~

msi0<x< \/? , la dérivée s'annule en , qui appartient bien a [0, 1].

V3
La fonction ¢ — f(M;) est décroissante sur [0, L], croissante sur [L, 1].
S NS v
La fonction est ainsi minimale ent = —etona: Q=M x etm=f(Q)=1+xV3.
V3 '

c) Si 6 est la mesure de l'angle (E, E) = (E, E) appartenant a ] 0, ;—r[, on a : tan(d) = x.

Ainsi donc, le point () est en 4 si et seulement si x = tan(d) > V3 = tan(n/3), c'est a dire si

et seulement si /3 <6 < /2, ou si et seulement si (E, E) =20=2n/3.




