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FILIERE MP - Epreuven°4

INFORMATIQUE A (XULSR)

Durée : 4 heures

L‘utilisation des calculatrices n‘est pas autorisée pour
cette épreuve

Cette composition ne concerne qu'une partie des candidats de la
filiere MP, les autres candidats effectuant simultanément Ia
composition de Physique et Sciences de I'lngénieur.
Pour la filiére MP, il y a donc deux enveloppes de Sujets pour
cette séance.
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Différentiation algorithmique

Le sujet Comporte 12 pages, numérotées de 1 4 19.

Début de I'épreyve.

Dans ce sujet, on s’intéresse au probleme de la différentiation algorithmique. Il s’agit de

calculer efficacement des différentielles d’expressions mathématiques vues comme des composées
de fonctions élémentaires. C’est 'une des pierres fondatrices du calcul formel, ainsi que de la
descente de gradient dans les réseaux de neurones.

Ce sujet est constitué de cing parties. La premiere partie est formée de préliminaires utiles
dans le reste du sujet, mais les fonctions qui y sont définies peuvent étre admises pour traiter les
parties suivantes. La troisitme partie est largement indépendante de la deuxiéme, & I'exception
de la question II1.7. La quatriéme partie nécessite d’avoir compris les enjeux de la troisiéme
partie. Enfin, la cinquiéme et derniére partie est nettement indépendante du reste du sujet,
seule les questions V.1 et V.2 font référence aux sujets abordés avant.
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Notations et définitions  jctement positi), de
jer stric
— On note (e, ...,en) la base canonique de R" (pour 1 ul e

=3, 7i€i- :
sorte que pour tout x = (zy,...,z,) € R", X = Lois1 T4 .R" = R (pour 1<ig<m)
— Pour une fonction f : R" = R™ (avec n,m € N*), on note fis

la projection de f sur la coordonnée i : fi i X+ [ [ ) la différentielle de la
— Pour une fonction f : R® = R™ (avec n,m € N*), on note Dxf(V

3 résuppose que f est
fonction f en un point x évaluée en un vecteur v (cette ?-O:;;:'::nerll) son I;rgument v.
différentiable en x). On rappelle que la fonction Dy f est i

+ f:R"—>R™ g:R" 5 RP
— On rappelle également la régle de la chaine : pour 1, 7, P eN,f
e¢ex€ER" ona:
Dx(g© f) = D9 ° Dxf:
ol o représente la composition de fonctions.

: i teur e; de la bas
— On note également Z%L,- = D, f(e;) la dérivée de f en X suivant le vecteur €; e

canonique ; pour v = (vy,...,v,) et par linéarité de la différentielle, on a donc :
n p) f
Dxf(v) = ;vigz_’"

— On note M, ,(R) I'ensemble des matrices & m lignes, n colonnes, et coefficients dans R.
On supposera toujours m > 1, n > 1.

— Pour n,m € N*, la matrice jacobienne d'une fonction f : R* — R™ en un point x € R",
notée J¢(x), est la matrice de M,y ,(R) définie par :

on on
N et iz
32 62
I = (8L .. )= % o B

— En appliquant la régle de la chafne, on observe que pour deux fonctions f:R® 5 R™ ¢t
9:R™ — RP et pour un point x € R, on a : J,o4(x) = Jo(F(x)) x Jg(x).
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Complexité

omplexité en tempe 0 :
:;;rc ) ition, soﬁit(rial(lzrtli:tllgom?tr.ne A, on entend le nombre d'opérations élémentaires

I m icatl il ;
~co’exéCUti°n de A dans le cag le pir;. e division, affectation, test, etc.) nécessaires

al g

Par _Comgleﬁtfi € Mémoire d'up algorithme A, on entend I'espace mémoire total utilisé par
En@éés;zl‘::d,zn ty;?:i‘i:eelfaa; lzferlziire, ell)l Slllgposant que I'espace mémoire occupé pour stocker

er, boolée

Lorsque la complexité (en temps oy g 1sgz<t:$n§é§2ﬁ:t§fl ;S;r:?xfe:f: E::ag:le'dit ue A
a une complexité (en temps ou en espace) en O(f (k)) #'il existe une constan'te C> gtelle
que, pour toutes l(.‘-S valeurs de suffisamment grandes (c'est-a-dire plus grandes qu'un certain
seuil), pour toute mstance'du probléme de paramptre K, la complexité (en temps ou en espace)
est au plus €' f(x); on dit que A a une complexité (en temps ou en espace) en Q(f(k)) s'il
existe une constante s les valeurs de & suffisamment grandes, pour
la complexité (en temps ou en espace) est au
(). O(f(x)) quand elle est & la fois en O(f(k)) et en

Quand I'on demande 1, co
en ©(+) la plus simple possible
temps est en O(k).

mplexité d'un algorithme, il s’agit de trouver une expression
- On dit qu'un algorithme est linéaire en & si sa complexité en

Rappels OCaml

— ?n rap.p'elle les opérations de base sur les nombres en virgule flottante (ou flottants), que
'on utilisera pour représenter des nombres réels dans OCaml :

— 1.0et 0.0 (ou 1. et 0.) représentent les nombres 1 et O respectivement.
— L’addition entre deux flottants a et b s’écrit a +. b,
— La multiplication entre deux flottants a et b s'écrit a *. b.

— On rappelle quelques opérations de base sur les tableaux
— Array.length: 'a array -> int donne la longueur d’un tableau.

— Array.make: int -> 'a -> '3 array permet de créer un tableau : Array.make m r
crée un tableau de taille m dont toutes les cases sont initialisées & r.

— Array.make_matrix: int -> int -> 'a -> 'a array array permet de créer une
matrice : Array.make_matrix m n r crée une matrice de taille m x n dont toutes
les cases sont initialisées & r.

— Enfin, une opération de base sur les listes :

— List.rev: 'a list -> 'a list renvoie le miroir de la liste passée en argument
(cette fonction a une complexité linéaire en la taille de la liste).

Dans I’ensemble du sujet, il sera fréquemment question de matrices de flottants. P0111r
i i 11 trices, nous définissons le
simplifier 1'écriture du type des fonctions manipulant de telles matr

type matrix :

type matrix = float array array;,
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Partie 1

Question I.1. Donner une fonction OCaml

jdentite: int -> matrix

identité de Mpn(R).
prenant en entrée un entier n € N* et renvoyant la matrice iden o

Question I.2. Donner une fonction OCaml

-> float
scalaire: float array -> float array

it scalaire u - v.
prenant en entrée deux vecteurs u et v et renvoyant le produit sC

Question I.3. Donner une fonction OCaml

mul_possible: matrix -2 matrix -> bool

: : i les dimensi
prenant en entrée deux matrices A et B et renvoyant true sl et seulement si ons de

A et B sont telles que A X B est bien définie.

Question 1.4. Donner une fonction OCaml

mul: matrix -> matrix -> matrix

qui calcule le produit A x B des deux matrices A et B de flottants passées en argument. Si
A est de dimension m x n et B de dimension n X p, on impose que la fonction mul effectue
m X n X p multiplications de flottants.

Dans I’ensemble du sujet, on utilisera la fonction mul & chaque fois qu'’il s’agit de calculer le
produit de deux matrices, sans chercher 4 rendre ce calcul plus efficace.
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Partie II

Dans cette partie, on s'intéresse a la multiplication d’une suite finie de matrices réelles (B);¢;<p.
Soit Ko,...,kn la suite finie d’entiers tels que B' € My, 1. (R). On cherche & écrire un
programme effectuant le parenthésage optimal sur les B pour un calcul efficace de leur
multiplication B! x ... x B". Pour chaque 1 < i < j < n, on note B o produit de
matrices B' x +++ x B, et p*J le nombre minimum de multiplications de flottants nécessaires
pour calculer B*. On rappelle que l'on réutilisera la fonction mul de la partie précédente
implémentant la multiplication de deux matrices, que ’on ne cherchera pas & améliorer.

Question II.1. On suppose (dans cette question uniquement) n = 3, Comparer le nombre
de multiplications de flottants effectuées en évaluant (B! x B?) x B?

avec mul et en évaluant
B'x(B?x B3) avec mul. Que faut-il en conclure sur I'ordre d’évaluation du produit B1x B?x B3 17

Question IL2. Donner une fonction OCaml

muld: matrix list -> matrix

qui prend en entrée une liste non vide de matrices (BY,...,B™) et renvoie leur multiplication
(en utilisant mul) via un parenthésage 3 droite : B! x (B Lali

Question II.3. Donner une fonction OCaml

mulg: matrix list -> matrix

qui prend en entrée une liste non vide de matrices (B',...,B") et renvoie leur multiplication
(en utilisant mul) via un parenthésage & gauche : ((...) x B"1) x Bn,

Question II.4. Donner une fonction OCaml min mul: int array -> int, qui prend en
('p} entrée le tableau k = [k, .. ykn] des tailles de chacune des

matrices, et renvoie p!'"™ en faisant
9"‘/ des appels récursifs pour calculer les piJ » sans stockage d’information supplémentaire. Montrer
que si, pour tout i, k;

2 2, la complexité en temps de nin_mul est au moins exponentielle en n,
c’est-a-dire en Q(2").

¥ Question IL.5. Donner une fonction OCaml min_mul_opt: int array
le méme nombre, mais ol une matrice auxiliaire de taille n x n,

stocker les valeurs de p™’ déja calculées. Quelle est la complexité
~ fonction de n? En espace 7

=> int qui calcule
initialement nulle, permet de
en temps de min_mul_opt en

AQuestion IL.6. Donner une fonction OCaml mul_opt: matrix array -> matrix qui prend
en entrée le tableau des matrices [B!, ..., B"] et calcule B1™ en pl:n multiplications de flottants.
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partie I

Jifférentiation de 1a composition d'une iy
la di

: ler ki-1 — Rk‘ pour ko, veey kn €N

sétnneli « manidres de calcu i.R C ;

On se pr.oposcsd-étudlclr dgu‘t : ™ des fonctions de type cessif de la valeur de f* et de celle g

dOe Ty :m'nt. / } { il”"&git d’optimiser le it trice jacobienne de f* en x € Rk,

te f=flo... s 4 ma :

sand?f?é:c‘x:ticliz en unopoint. On note J& € Mg ki-1 R) Ia
Pour tout ¢, on note J' la fonction

' Rki-1 = Mkhki-l(]R)
: { X J;i(-

avec n,m € N*, on note Bf Ia fonction .

Question III.1. Pour une fonction f: R" = R™

(x,h) = (f(x),(Dxf)© h)-
pour un certain p € N*, quels sont ensembe

P : . P
Si on impose que le domaine de la fonction h est R de ks fatietion D17 Morthe 5

de départ (domaine) et 'ensemble d’arrivée (codomaine

I'opérateur D vérifie :
B(gof) = BQOBf'

k .
Question ITL.2. Pour deux fonctions f! : Rk — RF! et 1f 2:RM — R et un point x € Rb,
montrer que Bf2(f1(x),Dxf1) = ((f2 0 fY(x),Dx(f* o f1))-

Question II1.3. Donner une fonction OCaml forward de type :

0‘7‘#’ float array ->
R/ (float array -> float array) list ->
((float array -> float array) -> float array -> matrix) ->

matrix

qui prend en entrée un point x € R0, une liste de fonctions .., frde type fi : Rki-1 R,
et une fonction

diff: (float array -> float array) -> float array -> matrix

renvoyant la jacobienne d’une fonction en un point Passé en argument, et calcule la matrice
représentant Dy (f™o- -0 ) via un parenthésage & droite de la forme Dy(f™ o (f*'o...)). On
s’appuiera sur la définition de D et sur la propriété établie & 1'aide de la question précédente.
On pourra s’aider d’une fonction récursive auxiliaire. Prouver la correction de cette fonction.

Dans le cas oil pour tout i ki =k avec k > 2 une constante quelconque ? On supposera que les

sf Question ITI.4, Quelle est la complexité en temps de cette fonction dans le cas ol k; = 2'?
appels a la fonction diff se font en temps proportionnel 3 ]a taille de la matrice jacobienne
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uestion ITL.5. Dop
gtrée b el E Rk‘;eruﬁzehf(:nc;ion backward de type identique & forwvard qui prend en
fonction ’ ste de fonctions fl,---.f“ de type f!: RM-1 o Rk, et une

diff:
(float array -> foat array) -> float array -> matrix

t la jacobi ’
ren;’gs)::::ant i]:) ; (Of;e‘:me d ulne !:onction €N un point passé en argument, et calcule la matrice
S - ***© f7) via un parenthésage A gauche de la forme Dx((-- -0 f2) o f1).

QlleS\tlsn ;II-% Pour une liste de fonctions de longueur n arbitraire, donner un exemple de
cas ou backward est plus efficace que forward, ainsi que de cas ou forward est plus efficace
que backward. :

niqueskdes queﬁtions de la partie II pour écrire une fonction diff_opt qui prend en entrée
x € R™, unle liste de n fonctions Yo, f* de type fi : Rki-1 Rk, et un tableau de n
fonctions [J%,...,J" et calcule avec un minimum de multiplications de flottants la matrice
jacobienne de f = f"o...0 fl en x.

)( Question IIL7.  Sans écrire explicitement de fonction, expliquer comment adapter les tech-
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partic 1y.

omme uneé compositioy de

1e8 €O y
t matiqt re des dépendances linéagy,
instruction® O et pao 0P ¥
‘ing tie
ne
e H ¢ f
mC"hN‘l,lo la fonction
emple

|
‘une slli"\ ¢
srésentation d'on X

La rey jse. En po

sepy pen coNe X
fonctions est asse? | £ Jérons par ¢

entre les instructions. Cons
7R 3 (V2'Y)
" 2 4 (cosT ik (
/: ) (cosT YT )
(r,¥ x f3of2°fl avec :
; =f'0°
1 s une composition _
On peut 1'écrire comme v : . g (cos I;’;ﬁ Y)
5 (:c,y) o (2, 200)
: 1 2
;31 (z,y,z) H(I’yx
f: @y 7T +y + 4 st une perte de temps. En effet
i ' 1€4S sables, et on différenci
¥ : fonctions f * pour ¥ leur variables, ncie deg
Propager la différentielle des fo taines de ¢ t représenter plus finement Jo

de cer
manipule des fonctions qui ne font pas usagl:. fonction f
fonctions potentiellement linéal.res, comme fes graphes acyC
suites d'instructions mathématiques comme

4 (On peu

Jiques. Par exemple, la fonction

ci-dessus se dessine comme suit : )2
@_ Soa s (cosz
s (cosa)? + (c0s2)* x (VA1)
COST
( (cosa:)3 X (‘/iy)
[v}— v2-y e
T de sommets. Chaque sommet u contient deux

g me un tableau S
On décrit un tel graphe com han s tableat de 5e8 pradicesseiirs (les

i ions : la fonction élémentaire qu'il re :
muindly - le graphe est acyclique, on peut faire

sommets v tels qu'il y a une aréte de v & u). Comme : P
I'hypothése que s'il y a une aréte de v & u, I'indice de v dans T est strictement inférieur a I'indice

de u dans 7. On suppose par ailleurs que I'on ne manipule que des fonctions élémentaires &
valeurs réelies R® — R. Ces fonctions élémentaires sont alors représentées par une paire de
type (float array -> float) * (float array -> float array), ou le deuxime élément
représente la différentielle du premier élément (comme la fonction est & valeurs réelles, sa
différentielle en un point est représentée directement par un vecteur et non par une matrice).

On définit donc les types OCaml suivants :

type fonction_elementaire =
(float array -> float) * (float array -> float array);;

type sommet_avant = {fct : fonction_elementaire ; pred : int array};;
)

type graphe_avant = sommet_avant array; ;
L i ff
ors du calcul par Propagation avant de la dj érentielle d’une fonction, on parcourt le
)

aphe d i
sruxp variai)lce estf;eufzncmon de la gauche vers Ig droite, c’est-A-dire des sommets correspondant
0 :
mmet correspondant & la fonction compléte, en traitant les prédécesseurs
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d'un sommet avant celuj-ci, Oy stocke o
ke dan: i
les valeurs de chaque fonctjon ¢lém 1S 1 Lableau de propagation avant, au fur et & mesure,

ent HTé
Jes sommets d'un graphe de Aoy :(i)m et de sa différentielle en les points pertinents. Pour
: Tres i
p'importe pas, car ils n'ont pas de préd “‘l’:::ulnnl aux variables, le contenu du champ fet
* prédécesseurs,

On peut par exemple
Ple coder le graphe de 1a fonction exemple f comme suit :

jet mafonction =
let id t = t.(0) in
let did t = [[1.]|] in
let cube t = (t.(0)) »+ 3. 3p
let dcube t = [I3. », ((t.(0)) #» 2)1] in
let scaler t = sqrt 2, =, (t.(0)) in
let dscaler t = [lsqrt 2.|] in
let costab t = (cos (t.(0))) in
let dcostab t = [| -1. #. sin (t.(0)) 1] in
let carre t = (t.(0)) »* 2, jip
let dcarre t = [|2. *. t.(0)|] in
let mult t = t.(0) *. t.(1) in
let dmult t = [|t.(1);t.(€0)[] in
let plus t = t.(0) +. t.(1) in
let dplus t = [|1.;1.]] in
let n0 : sommet_avant = {fct = (id,did); pred = [| I]} in
let n2 : sommet_avant = {fct = (costab, dcostab); pred = [|01]} in
let n3 : sommet_avant = {fct = (carre ,» dcarre); pred = [|12/]} in
let n4 : sommet_avant = {fct = (cube, dcube); pred = [|2|]} in
let nd : sommet_avant = {fct = (scaler, dscaler); pred = [I1]]} in
let n6 : sommet_avant = {fct = (mult , dmult); pred = [14;51]1} in
let n7 : sommet_avant = {fct = (plus , dplus); pred = [|3;6/]} in
# [In0;n0;n2;n3;n4;n5;n6;n7|];;

n
n
n

]
]
]

4 —
i e

A f\.ﬂ/‘":”-:;‘_ R 5
{ o/ \ Question IV'>7 On souhaite calculer la valeur de la différentielle de la fonction f en (5.1

' évaluée en le point (1,1). Pour ce faire, calculer & la main 'ensemble des valeurs du tableau de
S _propagation evant en détaillant le calcul. Les trois premiéres lignes du tableau sont :

Indice Fonction Valeur Différentielle
0 =z z 1
1y 1 1
2 coSZT cos%:@ (—sin%)x1=~Tﬁ
9
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c'&qt_ﬁ-dire un tableau de 5
Oup)
og

Question 1V.2. Donner
t A (

de n indices de sommets et reny,

Oyamt un

. (float * float

collecte :
rée un tableat de p
r_différent jelle))y ¢

y array =7

n‘,lmgnlinn aval

mn tableat! I

, mrrespondant aux sommets de J
rrespondant aux sommetg c‘l

eJ

prenant en ent

de fonctions dan:
dans A 0

du tableau A sont de | .

. fOTIne ¥

(valeur _fonction, valen

couple formé :
— d'un vecteur des n valeurs
— dun vecteur des n valeurs de diﬂérml.f(‘""s 1é ts
Pour l'exemple de la fonction £, les trois premiers i
[l (0.785398163397448279. 1.)
) 1]

(l “r 1. ) '
-0.707106781186547573

(0. 707106781186547573 ’
ction collecte; écrire une fonction Ocaml
-> float array
un tableau représent

a

opagation avant le flott
ant Dx f(
v)

Question IV.3. En utilisant la fon
-> float array -> f,
at

propagation_avant: graphe_avant
ésentant une fonction [,
t qui calcule par PT
Questio / .
s (l)l th4 On voudrait traiter de maniére particuliere les fonctions linéaire
car elles S(I)) ﬂ:a] ion (z,y) — z+y et la premiére opération z — 3 . 3 dans Pesten Si, comme |,
i o &I'bitr:ilr pré)pres différentielles et peuvent donc étre traitées plus simpl Ple ci-deggy
re. Comment peut-on modifier la structure du graphe de la ffnelg}ent qu,une’
ction da,
1S ce

prenant en entrée un graphe repr
un t. b

tableau représentant un vecteur v, €
tl

sens ?

10
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Partic v 10&:,2_? e S.‘Z.qj(—

Une triangulation, d’'un Polygone

Pl Corres i
ks s Sommetg Polygone pond A | Partition dy polygone en triangles dont les
Question V.1. Qp Cconsidere deg Polygones ¢

poids (entier nature] hon nul), Oy, définit 1y pos HVt?xes dont chaque sommet est étiqueté par un
trois sommets, et le cofit d'une tpy e cofit (

un triang i ;
Hangulation gy, i glé comme le produit des poids des

uestion V.2, Op re i
Q g Prend les notatjong de la partie IT -
flottants ( )1<1<n et k(}, R ,kn la suite d’ent; :
lus ko = kn. Montrer que ] © entiers tels que B ¢ Mp;_y k;(R). On suppose de
f;)alcul de Blx...x gn-1 : te' nombre minimg) e multiplications de flottants nécessaires au
i 1 St €gal au nombre minimal de multiplications de flottants nécessaires
au calcul de B® x Bl x ... Bn—2.

soit une suite de matrices de

Oublions désormais les poids s

un polygone comme un tableay
successifs du tableau, ainsi qu’e

ur les sommets de 15, triangulation d’un polygone. On représente
de points dans R x R. Il y a une aréte entre deux sommets

ntre la premiére et 1g derniére valeur.

type polygone = (float * float) array

Un polygone est dit simple si deux arétes non consécutives ne se croisent pas, et deux arétes

consécutives n’ont en commun que 'un de leurs sommets. On ne considéra que des polygones
simples et on ne cherchera pas & vérifier leur simplicité.

Polygone simple Polygone non-simple

i i me une liste d’arétes a ajouter au polygone.
On formalise la triangulation d’un polygone com ‘ :
Les sommets du polygone sont désignés par leur place dans le tableau Arepresentlan'F }e polygone;t
le premier sommfa)t est celui en position 0 dans le tableau, etc. Ur’le aréte e.nt.re e z-e.m<e somm
i i<j.
dllppolygone et le j-éme sommet est décrite comme un couple d’entiers (i, j) avec i < j

11
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1 onvexité d’un polygone simple ;
a C j

0Caml testant

une fonction _> bool. :

Question V.3. Donner ¢ convexe' pol)VSoﬂe oriels de vecteurs bien choisig,
es vec
oduits

s I tation de Pr ; '

Indication : On pourra utiliser |'orien v polygone convexe & n cotés Intrody;y.
. ylation d!
i d’arétes la triang!
Question V.4. Combien ¢
clle ? Justifier.
ml

Question V.5. Donner une fonction OCa -> (int * int) list

polygone

et ren
n le nombr

voie une triangulation de ce polygon,

triangule_convexe :
e de sommets du Polygone,

4 convexe
qui prend en entrée un polygone SUpPOS” ;Jﬂs linéaire €
sous la forme d’une liste d’arétes en un temp intsle et dit sl

es. Un polygone simpie strictemeny
nvexes. ontale ne coupe le polygone

es non-co : p
gon Lot ligne horiz

On considére désormais des poly Sl

monotone par rapport A l'axe des ordonneée
qu'en au plus deux points.

~ Polygone simple strictement monotone Polygone simple non strictement monotone

Ainsi, si on imagine un point se déplagant le long d’un polygone simple, de son sommet le
plus haut vers son sommet le plus bas, il ne fera que descendre ou se déplacer horlzontalement,

Jjamais il ne remontera.

Question V.6. Donner une fonction OCaml
separe_polygone: polygone -> int list * int list

qui prend en entrée un polygone simple strictement monotone et sépare ses sommets (représentés
par leurs indices) en deux listes, 'une contenant les sommets du plus haut (inclus) vers le
plus bas (exclus) en suivant I'un des deux chemins & partir du sommet le plus haut, Pautre
les sommets du plus haut (exclus) vers le plus bas \inclus) en suivant ’autre chemin. Ainsi
tout sommet du polygone doit &tre classé une et une seule fois dans 'une des listes en sortie et,
chaque liste est triée par ordre décroissant de deuxiéme coordonnée. La fonction donné d, it
étre linéaire en le nombre de sommets dy polygone. . Bt

Question V.7, Proposer un algori i m
A" gorithme qui prend en entré é s

2 ' : ntree un polygone supposé simple

fl ;lclt;i:lg:tsgnonotton; et r;:nvme une triangulation de ce polygone elr)l lglgtemps Il)iII)u'e:;Lire enp le

nom mmets du polygone. Cet algorith

b e P Separe-pOIygg 2 fie pourra commencer par utiliser I'algorithme

Fin du sujet.
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