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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE PC

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a Ia clarté, a la précision et ala conc_ision de la rédactiofj.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut Iui sembler étre une erreur d'énonce, il le szgqalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES
« Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivernent pour les schémas et la mise en évidence
des résuitats.
« Ne pas utiliser de correcteur.
. Ecrire le mot FIN & la fin de votre composition.

L Les calculatrices sont interdites. ‘l

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1
Endomorphisme cyclique

Présentation générale

Dans cet exercice, nous allons étudier a notion d'endomorphisme cyclique dont la définition est donnée

ci-dessous. Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel £ de dimension finie n € N*. On rappelle
que pour tout entier p € N*, on note :

_ . 1 _ . — 0:-+0 .
fP=1We,  fl=f, f=fof, fr=f . f
p 10IS

On dit que 'endomorphisme f est cyclique s'il existe un vecteur v € E tel que la famille (v, £(v), ..., /"™ ()
soit une base de I'espace vectoriel E .

Cet exercice est composé de quatre parties indépendantes. Les trois premiéres sont consacrées a

I'eétude de différents exemples. Dans la derniére partie, on détermine une condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un endomorphisme diagonalisable soit cyclique.

Partie | - Etude d’un premier exemple

Dans cette partie, on considére 'endomorphisme f : R? — R? défini par :

V(x,y) €eR?  f(x,y) = (4x—2y,x+Y).

}ﬁ. En considérant v = (1,0) € R?, montrer que f est un endomorphisme cyclique de R2.
91( Déterminer les valeurs propres de f et donner une base de chaque sous-espace propre de f.

9{ Existe-t-il un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R* ?

Partie Il - Etude d’un deuxiéme exemple
Dans cette partie, on considére 'endomorphisme g : R — R? dont la matrice dans la base canonique
est: 0 11
M=[-1 0 -1[e M3(R).
1 -1 0
pé. Montrer que I'on a la relation g2 =g+ 2ldgs.

Q Montrer que la matrice M est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

}2{ Lendomorphisme g est-il cyclique?
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Partie lll - Etude d’un troisiéme exemple

Dans cette partie, on fixe un entier » € N \ {0, 1} et on considére I'application A définie sur R, [X] par :
VP eR,[X], A(P)=P(X+1)-P(X).

Par exemple, ona A(X?) = (X +1)> - x2 = 2x 4+ 1.

9{ En déduire que si P € R, [X] est un polynéme non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) - 1.

}?{ Montrer que I'endomorphisme A est cyclique.

Montrer gue A est un endomorphisme de R, [X].

Soit k € [0, n] . Calculer A(X*) sous une forme développée.

Partie IV - Cas d’'un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considere un endomorphisme diagonalisable # d’'un C-espace vectoriel £ de di-
mension finie » € N*. On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs
propres de i pour que cet endomorphisme soit cyclique.

Comme I'endomorphisme  est diagonalisable, il existe une base B = (v, ..., v,) de I'espace vectoriel E
composée de vecteurs propres de k. Pour tout k € [1,x], on note A; € C la valeur propre associée au
vecteur propre vy .

Soit v € E. Comme B est une base de E, il existe (a1,...,,) € C" tel que :

vV=aivy + -+ apvy.

9:4./Montrer que pour tout pe N*,ona:

RP(v) = a1 vy + -+ + ap v, .

9)2./Montrer que le déterminant de la famille ¥ = (v, A(v), ..., K1 (v)) dans la base B est égal a :

detg(?) =)@y I_[ (/lj—/li).

1<i<j<n

Q18. Conclure que h est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres distinctes.
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EXERCICE 2
La fonction dilogarithme

Présentation générale

Dans cet exercice, on commence par définir la fonction dilogarithme dans la premiére partie, puis on
etudie quelques-unes de ses propriétés dans les parties suivantes.

On admet et on pourra utiliser librement 'égalité :
iz
n2 6
n=1

Partie | - Existence et premiéres propriétés de la fonction dilogarithme

Dans cette partie, on considére la fonction f :]0, 4o00[x] — o0, 1] — R définie par :

V(t,x) €10, +oofx] =0, 1], f(tx) = o

y(dustiﬁer que la fonction f est bien définie sur )0, +oo[x] — o0, 1].

)

. Soit x €] — o0, 1]. En comparant les fonctions ¢ — f(z, x) et — f(z,1), montrer que ¢ — f(t,x) est
intégrable sur |0, +oof.

ontrer que la fonction ¢ — f(1, 1) est intégrable sur |0, 4-oo|.

D’apres les résultats précédents, on peut définir la fonction L :] — 0, 1] — R par :

Vxe]—-oo,1], L(x)=x +mf(t,x)dt.
0

Cette derniére est appelée fonction dilogarithme.

. Montrer que la fonction L est continue sur | — o0, 1].

Partie Il - Développement en série entiére

Dans cette partie, on montre que la fonction L est développable en série entiére. On considére un
nombre réel x € [-1, 1] . Pour tout n € N, on définit la fonction s, :]0, +-co[— R par
VI €0, +oof, s,(r) = re” (MDY
+00 oo X
8. Soit n € N. Montrer que l'intégrale f su(t) dr converge et que f su(t)dt =
0 0

(n+1)2"°

?9. Montrer que la série de fonctions Z s» converge simplement sur 0, +oo[ et que :
nz0

+o0

Vie]o,+ool, Y salt) = f(t,).

n=0
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n oo g
Q20. Montrer que la série Z ‘—2 converge et deduire des questions précédentes que L(x) = Z x—' .
nx1 i n=1 n?
‘Q/(Montrer que pour tout x € [-1,1], on a L(x) + L(-x) = % L(x?).
y/Déduire des questions précédentes les valeurs de L(1) et L(-1).
Partie lll - Une autre propriété
Dans cette partie, on considére la fonction / : |0, 1[— R définie par :
VYxel0,1], h(x) =L(x)+ L(1-x)+In(x)In(1-x).
Pz(lustiﬁer que la fonction L est dérivable sur | — 1, 1] et montrer que I'on a :
In(1-
- (1-x) si x#0
¥xe|-1,1, L'(x)= x
1 si x=0.
92&./Montrer que la fonction h est constante sur ]0, 1].
. Montrer que h(x) = L(1) pour tout x € ]0, 1[. En déduire la valeur de l'intégrale f ol —1 dt
0 _
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EXERCICE 3
Un jeu de société

Présentation générale

On considére deux entiers M € N\ {0,1} et A € N*. On dispose d’un plateau de jeu infini sur lequel
se trouve un parcours composé de cases numérotées par les entiers naturels. Un pion se trouve initia-
!ement sur la case numérotée 0 et il doit atteindre ou dépasser la case numérotée A pour terminer le
jeu. A chaque tour de jeu, le joueur utilise un grdinateur qui génére aléatoirement et uniformément un
élément de I'ensemble [0, M — 1]; le pion est avancé d’autant de cases que le nombre généré.

X
Dans la suite, on s’intéresse tout particuliérement au nombre de tours de jeu nécessaire pour que le
pion atteigne ou dépasse la case numérotée A . ’

Pour modéliser cette situation, on se place sur un espace probabilisé (2, A, P) et on considére une
suite (Xi)ren- de variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [0, M—1] - On considére
eégalement la suite de variables aléatoires réelles (S ,),cn définie par So = 0'et :

n
VnEN', Sp=)X.
k=1

On considére la variable aléatoire T définie de la fagon suivante :

1. sipourtoutn e N*,ona$§, <A/ alors on pose 7 = 0;

2. sinon,onpose T =min{neN*"|S,>A}
L'objectif de cet exercice est de déterminer I'espérance de la variable aléatoire 7 dans deux cas parti-
culiers.

Partie | - Préliminaires

.1 - Modélisation

Dans cette sous-partie, on effectue le lien entre la situation présentée dans l'introduction et le modele

consjdéré ci-dessus.
% Soit n € N*. Que représentent les variables aléatoires X, et S, dans le contexte de la situation

présentée ?
. Que représente la variable aléatoire T?

1.2 - Calcul de la somme d’une série entiere

On considére la fonction f : | - 1, 1[— R définie par :

vxel-1L1[, f(x)= 11 .

X

. Montrer que la fonction f est de classe C* sur] - 1, 1[etque:

VpeN, Vxe]-11], A/'(”)(X)=——(1__‘),,.1-
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?z{ Soit p € N. Montrer que le rayon de convergence de la série entiére Z (")x" estégalal.

nzp
y/Soit p € N. En développant la fonction f en série entiére, déduire des questions précédentes

I'égalité suivante :
+00
n xP
Vxe]-1,1], X' = ——.
cel-tik D=

n=p

Partie Il - Etude d’un premier cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que M = 2.
111 - Loi des variables aléatoires S, et T

)}( Soit n € N* . Démontrer que S , suit une loi binomiale de paramétres net 1/2.
Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire 7' ?

953/ Soit k € N avec k > A . Exprimer I'événement (T = k) en fonction des événements (Sy,-1 =A-1)

et(Xy=1).En déduire que :
k-1\1
P(T=k) = —.
( ) (A - 1) 2k

}B(CalculerPT 0).

1.2 - Espérance de la variable aléatoire T

On déduit des résultats précédents que la fonction génératrice G de la variable aléatoire T est égale a
la somme de la série entiére Z P(T = k)x* sur son intervalle de convergence.
k>A

qs( Déterminer la rayon de convergence Rr de la série entiére Z P(T = k)x* et montrer que :
k>A

Vxe]-RpRel, Gr(x) = (2xx)A.

Q}&/ En déduire le nombre moyen de tours de jeu pour terminer notre partie.
Partie Ill - Etude d’un second cas

Dans cette partie uniquement, on suppose que ASM.

ll1 - Calcul de la probabilité P(S, < k)

Dans cette sous-partie, on pourra librement utiliser la formule suivante :

k
. n+k-=¢ n+1+k
V(k,n)ENZ, Z( n ):( n-+1 )

=0
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: L =0),..., X” = _
%on n € N'. En considérant le systéeme complet d’événements (K1 =0):oor Kuir = M 1),

montrer que : .
ZP(S” Sk—f)-

=0

1
Vke[0,A—1], P(Spp1 <k)= 35

Q38. Montrer par récurrence que pour tout # € N*, ona:

1 (n+k
Vke0,A—1]. P(S, <k = 3a '

Ill.2 - Espérance de la variable aléatoire T
On rappelle le résultat suivant qui pourra étre utilisé librement dans la suite : si Z est une variabk? aléa-
toire a valeurs dans N telle que la série numérique Z P(Z > n) converge, alors Z admet une espérance
et on a I'égalité : +fo
E(Z) = ZP(Z >n).
n=0

o L
Q39. Que peut-on dire des événements (T > n) et (S, < A) pour tout n € N ? En déduire que la
variable aléatoire T admet une espérance et calculer sa valeur.

FIN
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