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Exercice
Un probléme d’extremuin
(Noté sur 4 points sur 20)

On considére la fonction F : R? — R définie par :

R?, Fla,y) = a2+ ay iy — 3 = 6y

Y (x,y) €L

1. Quelques propriétés de la fonction F
1.1. Justifier que la fonction F est de classe C sur R2 ot calculer ses dérivées particlles premicres G
. = s 2
tout point de R=.

5 5 § ‘ i ¢ a2 R e
1.2. Montrer que la fonction F admet un unique point eritigue (To.Y0) € & et le déterminer.

2. Etude de la nature du point critique (aa-0)

2.1. Calculer los dérivées partielles secondes de F' an point (20 Y0)-

2.2. A l'aide de la matrice Hessienne, montrer que la fonction F' présente un extremuin local au point

(zp. 1g). Est-ce un minimum ou un maximum local ?

3. Etude plus approfondie de I'extremum en question
3.1. Soit(z.y) € R?; on pose u = x et v =y — 3. Vérifier que F(z.y) = u® + wv +v* = 9.

3.2. Montrer qu'en fait la fonction F' présente un extremum absolu strict au point (zg, yo)-

On pourra remarquer que

Y ) 2 A Sl 2 3v?
v (u,v) €R®, u"+uw+u= (”_ i .;) il e

Probleme
Exemples d’utilisation d’équations différentielles en analyse

Notations

l):_uua ¢e probleme, I désigne un infervalle non trivial de B et f : I — R une fonetion continue: on
note (£y) I'équation différentielle linéaire du second ordre

n
' +y=f. (ZF)
8i g € I, on définit la fonction @fz, : I — R par :

Vael grq@)= j f(t)sin(x — t) dt.
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1%Te¢ Partie
Expression intégrale des solutions de ’équatior

1 différentielle (Z5)

] 2 - : . e M P — () ost un espace
1.1. Montrer que I'ensemble X des solutions, sur |, de I'équation différenticlle Y=+
vectoriel réel ;: préciser sa dimension et en donner une base.

1.2. Recherche d’une solution particuliére de (.Z)

Pour tout x € I, on pose ¢;(r) = / ' f(t)costdt et az) = / f(t)sintdf.
Jdrn JEg
1.2.1. Justifier que les fonctions o et 2 sont dérivables sur [ et exprimer 2y (x) et () pour toul
rel '
1.2.2. Montrer que. pour tout r € I,  @fa (&) = p1(z) simz — pa(x) COS - Que vaut @£, \0)
1228, By déduire que 2f g est dérivable sur I ot I‘Klll‘ill“"l' ;‘}.J_I(,r:l pour tout ¢ € [ (BAIT vaul
,.“} ro L0) 7
1.2.4. Montrer que o, est deux fo
dilférentielle (&).

1.2.5. Montrer que ., est 'unigue solution. sur I,

is dérivable sur I et qu’elle est solution, sur I, de 1'égquation

de U'équation différentielle (27 ) s’annulant ainst

que sa dérivée en 1.

1.3. Expression intégrale des solutions de (Z7})
la forme

Montrer que les solutions, sur I, de l'équation différentielle (<) sont les fonctions de

r — aeos T+ Fsine + / f(t)sin(x — ¢)dt, (o, 8) € R”.

2°me Partie
Etude de la périodicité des solutions de (%) dans le cas ou f est 2r-périodique
Dans celte partie, on suppose que I =R et que f est 2r—périodique.

2.1. On suppose que l'équation différentielle () posséde une solution 2mr-périodigque g.

ients de Fourier trigonométriques de ¢” en fonction de ceux de g et en

2.1.1. Exprimer les coeffic
Iations entre los coefficients de Fourier trigonometriques de g et ceux de f.

déduire des re
v2m -2
2.1.2. Montrer que / () sin(f) dl = / [(t)cos(t)dl = (.
Jo Jo

« 27

2w

2.2, On suppose ici qur'/ F(t)sintdt = f f(#) costdi = 0.

J 0O JU
2w

@ 27
2.2.1. Montrer gque, pour tout réel «, / f(#)sin(x —t)df = / f(t)sin(x — t)dt = 0.
i J0

2.2.2. En déduire. d’abord que la solution g g est 2r-périodique, puis justifier qu'il en est de méme
de toutes les solutions de 1'équation différentielle (Z7).

2.8. Si f est la fonction sinus, P'équation différenticlle () possede-t-clle des solutions 27w-périodiques ?

3¥me Partie
Application & Pétude d'une intégrale dépendant d’un parametre
et au calcul de 'intégrale de Dirichlet

o0 a3
Le but de cette partie est de caleuler U'intégrale [ L”L dt. dite de DIRICHLET.
Jn
3.1. Convergence d’'intégrales

3.1.1. Convergence de 'intégrale de DIRICHLET

_ ol 1~ cos i
(1) Montrer que la fonction ¢ — ———— est intégrable sur lintervalle |0, +-00|

(P . 2
(i) Montrer que, pour tout réel x > () sin dl = 1 —cos tye *1-cost
} t t e ; o= l'lt
: l

1 1 {2
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(11i) Montrer soigneusement que l'intégral / — clL o5t cONVOTES BLE
0 {
‘ Juies cos [
3.1.2. Montrer que l'intéerale / COST 1l es| également converg nie
| 23 ; g
3.2. Etude de solutions de I'équation différentielle () lorsque | =10, +ox| et [
h ] i ey Tl
il A O cherche @ mone
Dans cette section. on suppose que I =]0, +oc| et que f est la fonction o S
b y . ] ! . our limite en X
que ¢ equation *-'l?_uf;‘]"' rentielle :_.'/',r"l adamel une unigit solution, sur U, - \.|. ayant U pour it
. ~ I i [ 4 : i entialle (27 ) ayall () poul
3.2.1. On suppose que 1 est une solution, sur |0, +20{, de 1'équation diftérenti I f
limite en +o0c.
(i) Montrer qu’il existe (A.p) € R? tel que
; Tgint k %l sty
Vx>0 ir) = (\ / —— l“)t'l}.‘-.f' 4 (,H t / _l‘ ‘”J 1111
F . .
J / 41
o RS gin T eps
(ii) Montrer que A = e dt et que 1= ege df.
J1 J1 _ _ 9
On pourra considérer les suites (Y(2nw)), -, et (Y5 + 2nm)) <y
M= W o e Em( =)l o
(I]!} En déduire que, pour toul == U wlx) = __f-_-_ clf
. ) ‘“r-'illif = o S £ ok sur 10. +ocl,
3.2.2. Montrer que la fonction vy @ ¥ — S T 7/ di est effectivement solution, s '
o0
de I'équation différenticlle (.Z}) et qu'elle admet 0 pour limite en +0oc.
3.3. FEtude d’une fonetion définie comine une intégrale dépendant d’un parametre
—xf
_ est intégrable sur Uintervalle |0, 43¢ f

3.3.1. Montrer que. pour tout x > 0, la fonction £ +— 1422

X Tt
Dans la surte de ceite partie, on pose h(x) - / ;--7¢!f xz 0.

40 L - t4

3.3.2. Caleculer 2(0).
3.3.3. Montrer, en précisant le
3.3.4. Montrer, en précisant le théoréme ntilisé,
gneusement les hypothéses du théoreme utilisé. que la fonction h est

héoreme utilisé, que la fonetion b est continue sur [0, +ocl.

que la fonetion h admet 0 pour limite en +oc.

3.3.5. Montrer, en vérifiant soi
de classe €2 sur l'intervalle onvert ]0, +oc[, puis donner une expression de h” sous forme intégrale.

’ o vl
3.3.6. Montrer que, pour tout réel > 0, h'(x) + hiz) = —=.
=
T dins

S =2 sin(f — o)
3.3.7. En déduire que pour tout x >0, h(x) = ——=dt = ds:
e r Jo T+ 8

3.4. Application au calcul de I'intégrale de Dirit:hle-t

On reprend ici les notations de la section précédente.

3.4.1. Montrer que, pour toul réel z > 1,

|22 isin't B e sint 1 W A
|/ : (if—/ cll"i.-;.r.'/ : ——*—tlf-l-.ff‘[ Lm—klfl.
[Jo T+t 0 l Ja & md {1 z-+t) |
3.4.2. En déduire que pour tout réel x > 0,
41 ey
<czln| — | +a - dt.
H g4 f"
sint

i o2 gin ¥o0 sin L
i _ dt — —dt
1JD H i3 —|— 1 0 t
3.4.3. Montrer soigneuserent {.11_1(*-/ ~—f—{.i( = lim h(z) =

WS
() g 0t

1ol
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