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1 Étude d'une norme sur L(E)

1. u étant un endomorphisme d'un espace normé de dimension �nie, u est continue.

• Il existe alors C > 0 tel que ∀x ∈ E,
∥∥u(x)∥∥ ⩽ C∥x∥. Ainsi,

{∥∥u(x)∥∥
∥x∥

, x ∈ E \ {0}

}
est une partie non

vide et majorée (par C) de R, donc admet une borne supérieure.
• L'ensemble S = {x ∈ E, ∥x∥ = 1} est compact. En e�et, il est fermé comme image réciproque de {1} par
∥ · ∥ et clairement bornée. Ainsi, u est bornée et atteint ses bornes sur S.

Ceci justi�e l'existence des deux bornes supérieures. Et on a :

sup
x∈E,x̸=0

∥u(x)∥
∥x∥

= sup
x∈E,x̸=0

u

(
x

∥x∥

)
= sup

y∈E,∥y∥=1

∥∥u(y)∥∥
2. Soit u, v ∈ L(E) et λ ∈ R.

• Si |||u||| = 0, alors ∀x ̸= 0,
∥u(x)∥
∥x∥

= 0 et donc ∀x ̸= 0, u(x) = 0 car ∥ · ∥ est une norme. Donc, u = 0.

• Si x ∈ E \ {0}, on a par inégalité triangulaire de ∥ · ∥ :∥∥(u+ v)(x)
∥∥

∥x∥
⩽

∥u(x)∥
x

+
∥v(x)∥

x
⩽ |||u|||+ |||v|||

et donc en passant à la borne supérieure, on trouve bien |||u+ v||| ⩽ |||u|||+ |||v|||.
• On a :

|||λu||| = sup
x∈E,∥x∥=1

∥∥λu(x)∥∥ = |λ| sup
x∈E,∥x∥=1

∥∥u(x)∥∥ = |λ||||u|||

Ainsi, |||·||| est une norme sur L(E).

3. Par dé�nition de |||·|||, on a ∀u ∈ L(E),∀x ∈ E,
∥∥u(x)∥∥ ⩽ |||u|||∥x∥.

Soit u, v ∈ L(E) et x ∈ E, alors ∥∥u ◦ v(x)
∥∥

∥x∥
⩽ |||u||| ∥v(x)∥

∥x∥
⩽ |||u||||||v|||

et en passant à la borne supérieure, on a :

|||u ◦ v||| ⩽ |||u||||||v|||

On en déduit alors par une récurrence immédiate sur k ∈ N que :∣∣∣∣∣∣uk
∣∣∣∣∣∣ ⩽ |||u|||k

2 Étude de la stabilité en 0 du système linéaire

4. Comme a ∈ L(Cn), son polynôme caractéristique χa est scindé sur C et on peut donc écrire :

χa(X) =

r∏
i=1

(X − λi)
mi
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avec r ∈ N∗, les λi sont deux à deux distincts et mi ∈ N∗.
Comme les λi sont deux à deux distincts, les polynômes (X − λi)

mi sont deux à deux premiers entre eux et
donc le lemme des noyaux donne :

Ker
(
χa(a)

)
=

r⊕
i=1

Ker
(
(a− λiIdCn)mi

)
=

r⊕
i=1

Ei

Et par le théorème de Cayley-Hamilton, on a χa(a) = 0 et donc :

Cn =

r⊕
i=1

Ei

5. Soit x ∈ Cn \ {0}, on écrit x = (x1, ..., xr) avec xi ∈ Ei.∥∥qi ◦ u ◦ pi(x)
∥∥ =

∥∥qi(u(xi)
)∥∥ =

∥∥u(xi)
∥∥ ⩽ |||u|||i∥xi∥

On pose ∥x∥∞ = max
1⩽i⩽r

∥xi∥ qui est une norme sur Cn, donc équivalente à ∥ · ∥, il existe donc C tel que

∥ · ∥∞ ⩽ C∥ · ∥ et donc, on a : ∥∥qi ◦ u ◦ pi(x)
∥∥‘ ⩽ |||u|||i∥x∥∞ ⩽ C|||u|||i∥x∥

Et donc, on en déduit que
|||qiupi|||c ⩽ C|||u|||i

6. Soit i ∈ J1, rK et x ∈ Ei. Comme (a− λiIdCn)mi est un polynôme en a, il commute avec a et donc :(
a− λiIdCn

)mi ◦ a(x) = a ◦
(
a− λiIdCn

)mi
(x) = 0

et donc, a(x) ∈ Ker
(
(a− λiIdCn)mi

)
= Ei.

Donc, Ei est stable par a.

7. Soit (i, j) ∈ J1, rK2 et x ∈ Ej .
• Si i = j, alors piqi(x) = pi(xi) = xi. De sorte que piqi = IdEi

.
• Si i ̸= j, alors piqj(x) = pi(xj) = 0. De sorte que piqj = 0L(Ej).

Si x ∈ Cn, on a

r∑
i=1

qipi(x) =

r∑
i=1

qi(xi) =

r∑
i=1

xi = x. Et donc,

r∑
i=1

qipi = IdCn .

8. Soit x ∈ Cn. D'après, la question 6., on a a(Ei) ⊂ Ei, donc si xi ∈ Ei, on a pia(xi) = a(xi). Alors, on a :

r∑
i=1

qiaipi(x) =

r∑
i=1

qiai(xi) =

r∑
i=1

ai(xi) =

r∑
i=1

pia(xi) =

r∑
i=1

a(xi) = a(x)

9. On calcule en utilisant la question 7. :

a2 =

r∑
i=1

(qiaipi)
2 +

∑
i ̸=j

(qiaipi)(qjajpj)

=

r∑
i=1

(qiaipi)(qiaipi)

=

r∑
i=1

qia
2
i pi

Ainsi, par une récurrence immédiate, on a

∀n ∈ N, an =

r∑
i=1

qia
n
i pi
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Et donc, on en déduit que pour t ∈ R,

eta =

+∞∑
n=0

tn

n!
an

=

+∞∑
n=0

tn

n!

r∑
i=1

qia
n
i pi

=

r∑
i=1

qi

(
+∞∑
n=0

tn

n!
ani

)
pi

=

r∑
i=1

qie
taipi

10. On écrit : ai = (ai − λiIdEi
) + λiIdEi

, et on utilise la sous-multiplicativité de |||·|||i :∣∣∣∣∣∣etai
∣∣∣∣∣∣

i
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣et(ai−λiIdEi
)+tλiIdEi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i

=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣et(ai−λiIdEi

)etλiIdEi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i

⩽
∣∣∣∣∣∣∣∣∣et(ai−λiIdEi

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i
×
∣∣∣∣∣∣etλiIdEi

∣∣∣∣∣∣
i

or l'endomorphisme de Ei ai − λiIdEi
est nilpotente d'ordre au moins mi, par dé�nition de Ei. Et on a

|||λiIdEi
||| = |λi|. On en déduit alors que

∣∣∣∣∣∣etai
∣∣∣∣∣∣

i
⩽
∣∣etλi

∣∣mi−1∑
k=0

|t|k

k!
|||ai − λiIdEi

|||ki︸ ︷︷ ︸
:=Pi

(
|t|
)

avec Pi ∈ R[X].

11. On a, d'après la question 9. et 5. :

∣∣∣∣∣∣eta∣∣∣∣∣∣
c
⩽

r∑
i=1

∣∣∣∣∣∣qietaipi
∣∣∣∣∣∣

c
⩽

r∑
i=1

Ci

∣∣∣∣∣∣etai
∣∣∣∣∣∣

i

On utilise la question précédente et on trouve :

∣∣∣∣∣∣eta∣∣∣∣∣∣
c
⩽

r∑
i=1

Ci|etλi |Pi

(
|t|
)

On pose P (t) =

r∑
i=1

CiPi(t) ∈ R[X], de sorte qu'on ait bien P
(
|t|
)
⩾ CiPi

(
|t|
)
pour tout i ∈ J1, rK et on

utilise : pour z ∈ C, |ez| = eRe(z), pour avoir :

∣∣∣∣∣∣eta∣∣∣∣∣∣
c
⩽ P

(
|t|
) r∑
i=1

|etλi = P
(
|t|
) r∑
i=1

etRe(λi)

12. Comme A ∈ Mn(R), on a vA|Rn = uA. On en déduit alors que etvA
|Rn = etuA et donc, on a{

∥etuA∥
∥x∥

, x ∈ Rn \ {0}
}

⊂
{
∥etvA∥
∥x∥

, x ∈ Cn \ {0}
}

Et donc, en passsant aux bornes supérieures, on a :∣∣∣∣∣∣etuA
∣∣∣∣∣∣

r
⩽
∣∣∣∣∣∣etvA

∣∣∣∣∣∣
c
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13. On résoud le problème de Cauchy et on a :

∀t ∈ R, gx0(t) = etu(x0)

On suppose que Sp(A) ⊂ R∗
−+ iR. Par la question précédente, il su�t de montrer que lim

t→+∞

∣∣∣∣∣∣etvA
∣∣∣∣∣∣

c
= 0

où vA est l'endomorphisme de Cn canoniquement associé à A. Alors, d'après la question 11., il existe un
polynôme réel P tel que

∀t ⩾ 0,
∣∣∣∣∣∣etvA

∣∣∣∣∣∣
c
⩽ P

(
|t|
) ∑
λ∈Sp(A)

etRe(λ)

Mais comme Re
(
Sp(A)

)
⊂]−∞, 0[, on en déduit par croissances comparées que

lim
t→+∞

∣∣∣∣∣∣etvA ∣∣∣∣∣∣
c
= 0

Réciproquement, soit λ une valeur propre complexe telle que Re(λ) ⩾ 0 et z0 ∈ Cn un vecteur propre de
A, alors ∥∥etAz0∥∥ = etRe(λ)∥z0∥ ̸−→ 0

On écrit z0 = x0+iy0 avec x0, y0 ∈ Rn. Alors, etAz0 = etAx0+ietAy0 et on ne peut pas avoir etAx0, e
tAy0 −→

0 en même temps. Ainsi, on a montré qu'il existe x0 ∈ Rn tel que etAx0 ne converge pas vers 0 quand t tend
vers +∞.

14. On note ρ = min {Re(λ), λ ∈ Sp(A)} > 0. On réutilise la question 11. et 12. : pour t ⩾ 0, on a par croissances
comparées : ∣∣∣∣∣∣etu∣∣∣∣∣∣

r
⩽ CP (t)

∑
λ∈Sp(u)

etRe(λ) ⩽ rCP (t)e−ρt = O
(
e−

ρ
2 t
)

et α =
ρ

2
convient.

On en déduit que
∀t ⩾ 0,

∥∥gx0
(t)
∥∥ ⩽

∣∣∣∣∣∣etu∣∣∣∣∣∣
r
∥x0∥ ⩽ C2∥x0∥e−αt

3 Démonstration du théorème de Lyapounov

15. On utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour t ⩾ 0 et x, y ∈ Rn :∣∣〈eta(x)|eta(y)〉∣∣ ⩽ ∥eta(x)∥∥eta(y)∥ ⩽
∣∣∣∣∣∣eta∣∣∣∣∣∣2

r
∥x∥∥y∥ = O(e−2αt)

grâce à la question 14.. Et donc, par comparaison, on en déduit que

∫ +∞

0

〈
eta(x)|eta(y)

〉
dt converge abso-

lument.
L'application b est clairement bilinéaire et symétrique. De plus, on a

b(x, x) =

∫ +∞

0

∥∥eta(x)∥∥2dt ⩾ 0

L'application t 7−→
∥∥eta(x)∥∥2 est continue et positive et donc son intégrale est positive si, et seulement si,

∀t ⩾ 0, etax = 0. En particulier, si t = 0, cela donne x = 0.
Donc, b est un produit scalaire sur Rn.

16. Soit x ∈ Rn et h ∈ Rn, on a :

q(x+ h) = q(x) + 2b(x, h) + q(h) = q(x) + 2b(x, h) + o(h)

En e�et, comme b est un produit scalaire, q est une norme sur Rn et donc est équivalente à la norme
euclidienne : il existe C > 0 tel que q(h) ⩽ C∥h∥2 = o(h). On en déduit que q est di�érentiable en x et que

dq(x) · h = 2b(x, h)
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Ainsi, on calcule en reconnaissant une primitive :

dq(x) · a(x) = 2b
(
x, a(x)

)
= 2

∫ +∞

0

〈
eta(x)|eta ◦ a(x)

〉
=

[
∥eta(x)∥2

]+∞
0

= −∥x∥2

En e�et, en utilisant la règle de la chaîne :
d∥eta(x)∥2

dt
= 2

〈
eta(x),

deta(x)

dt

〉
= 2
〈
eta(x)|eta ◦ a(x)

〉
.

17. On utilise encore la règle de la chaîne. Notons φ = q ◦ fx0 : R −→ RnR et alors, on a

φ′(t) = dq
(
fx0(t)

)
· f ′

x0
(t)

= 2b
(
fx0

(t), f ′
x0
(t)
)
‘

= 2b
(
fx0

(t), φ
(
fx0

(t)
))

= 2b
(
fx0

(t), a
(
fx0

(t)
))

+ 2b
(
fx0

(t), ε
(
fx0

)
(t)
)

= −
∥∥fx0

(t)
∥∥2 + 2b

(
fx0

(t), ε
(
fx0

)
(t)
)

(Petite erreur de parenthésage dans l'énoncé : ε(fx0
)(t) et non pas ε

(
fx0

(t)
)
).

18. On utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

b
(
fx0 , ε(fx0)

)
⩽
√
q ◦ fx0

√
q ◦ ε(fx0)

ε(y) −→
y→0

0. Ainsi, si η > 0 est �xé, il existe α > 0 tel que si q(y) < α, alors
√
q ◦ ε(fx0

) ⩽ η et donc, on a

2b
(
fx0

, ε(fx0
)
)
⩽ 2ηq(fx0

)

De plus, par équivalence des normes, il existe une constante C > 0 telle que Cq(y) ⩽ ∥y∥2 et donc, on

choisit η =
C

4
, ainsi par le paragraphe précédent, il existe α > 0 tel que si

q
(
fx0

(t)
)

alors, −∥fx0
(t)∥2 + 2b

(
fx0

(t), ε(fx0
)(t)
)
⩽ − (C − 2ε)︸ ︷︷ ︸

:=β

q
(
fx0

(t)
)

19. On suppose que q(x0) < α. Supposons qu'on ait réussi à montrer que ∀t ⩾ 0, q
(
fx0

(t)
)
⩽ α, alors dans ce

cas, en reprenant la notation de la question 17., on a

∀t ⩾ 0, φ′(t) ⩽ −βφ(t)

Et donc, t 7−→ eβtφ(t) a une dérivée négative et docn, on a

∀t ⩾ 0, eβtφ(t) ⩽ eβ×0φ(0) = q(x0)

et donc,
∀t ⩾ 0, φ(t) = q

(
fx0(t)

)
⩽ e−βtq(x0)

On note T =
{
T > 0,∀t ∈ [0, T ], q

(
fx0

(t)
)
⩽ α

}
.

T est non vide : en e�et, comme q(x0) = q(fx0(0)) < α et donc par continuité, il existe ε > 0 tel que si
t ⩽∈ [0, ε], q(fx0)(t) ⩽ α. On peut donc considérer T ∗ = sup T ∈ [0,+∞].

On suppose que T ∗ < +∞. Alors, par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe alors T0 > T ∗ tel
que ∀t ∈ [T ∗, T0], q

(
fx0(t)

)
⩽ α et donc, on aurait ∀[0, T0], q

(
fx0(t)

)
⩽ α, ce qui contredit la maximalité de

T ∗. Ainsi, on a T ∗ = +∞ et donc :
∀t ⩾ 0, q

(
fx0

(t)
)
⩽ α

20. Comme
√
q est une norme, il existe C1, C2 > 0 tel que

∀x ∈ Rn,
√
q(x) ⩽ C2∥x∥ et ∥x∥ ⩽ C1

√
q(x)

On prend α̃ =

√
α

C2
. Ainsi, si x ∈ B(0, α̃), alors q(x) ⩽ C2

2 α̃
2 = α. Alors, en réutilisant la question 19. :

∥fx0
(t)∥ ⩽ C1

√
q
(
fx0

(t)
)
⩽ C1

√
q(x0)e

− β
2 t ⩽ C1C2e

− β
2 t∥x0∥
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