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Mines-Ponts Mathématiques 1 MP 2023
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3 mai 2023

1 Etude d’une norme sur L(E)

1. u étant un endomorphisme d’un espace normé de dimension finie, u est continue.
o Il existe alors C' > 0 tel que Vz € E, ||u(z)|| < C|||. Ainsi, { (= Tzl H, e E\ {0}} est une partie non

vide et majorée (par C) de R, donc admet une borne supérieure.
e L’ensemble S = {x € E,||z|| = 1} est compact. En effet, il est fermé comme image réciproque de {1} par
| - || et clairement bornée. Ainsi, u est bornée et atteint ses bornes sur S.
Ceci justifie I’existence des deux bornes supérieures. Et on a :

lu@)ll _ )
sup = sup u = sup ||u(y) H
seBaz0 7] wemazo \lZll)  yep i1
2. Soit u,v € L(E) et A € R.

e Si||ull =0, alors Va # 0, lu ||(x|)” =0 et donc Vz # 0,u(z) = 0 car || - || est une norme. Donc, v = 0.
e Siz e E\ {0}, on a par inégalité triangulaire de || - || :

(u+v) [u(@)]  llv(@)|

LRAICa] Ay Lo GO T
[l x

et donc en passant & la borne supérieure, on trouve bien ||u + v||| < ||u|| + [|v]]-
e Ona:
Ixull = sup  [[Au(@)]| =[Al  sup u(@)]| = [Alllul
z€E,||z||=1 z€E,|z||=1
Ainsi, ||-]| est une norme sur £(E).
3. Par définition de [|-||, on a Vu € L(E),Vx € E, |[u(z)|| < |lulll|=].
Soit u,v € L(F) et x € E, alors

[Jez 0 o)}
]

et en passant a la borne supérieure, on a :

[o()]

<l Tzl

< il

llw ool < fleliloll

On en déduit alors par une récurrence immédiate sur k£ € N que :

[ < flelt®

2 Etude de la stabilité en 0 du systéme linéaire

4. Comme a € L(C"), son polynéme caractéristique x, est scindé sur C et on peut donc écrire :

T

(0 = [Jx =2

i=1
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avec r € N*, les \; sont deux a deux distincts et m; € N*,
Comme les \; sont deux a deux distincts, les polynomes (X — A;)™ sont deux & deux premiers entre eux et
donc le lemme des noyaux donne :

Ker (Xa @ Ker a — Adden) ml @ E;
i=1

Et par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a x,(a) = 0 et donc :

&
i=1

5. Soit € C™ \ {0}, on écrit © = (x4, ..., z,) avec z; € Ej;.

lai 0 wopi(@)]| = lai (u(@)) || = futaa) | < lulllle:]
On pose ||zl = 1r2a<x ||z;]] qui est une norme sur C", donc équivalente a || - ||, il existe donc C tel que
II“llcc <CJ || et donc, on a :

l|gi 0 wopi()||* < flull;llzllo < Cllullll|
Et donc, on en déduit que
llgiupill, < Clijulll;

6. Soit ¢ € [1,r] et « € E;. Comme (a — \;Idcn)™ est un polynome en a, il commute avec a et donc :
(@ —Adden)™ oa(z) =ao (a— Nlden) ™ (z) =0

et donc, a(z) € Ker((a — N\;jlden)™) = E;.
Donc, F; est stable par a.
7. Soit (i,7) € [1,7]* et = € Ej.
e Sii=j, alors p;q;(z) = pi(z;) = x;. De sorte que p;¢; = Idg,.
e Sii# j, alors piq;(z) = pl(atj) =0. De sorte que p;q; = Oz:(E -

T
SizeC" ona Zqim Z qi(z;) le = z. Et donc, quZ = Idcn.
i=1

8. Soit z € C". D’aprés, la questlon 6., on a a(EZ-) C E;, donc si z; € E;, on a p;a(x;) = a(z;). Alors, on a :

T

Z% aipi(x Z%az ;) Zaz( Ty sz a\x; _Z a(z;) = a(x)

=1

9. On calcule en utilisant la question 7. :

o> = > (ap)®+ Y (giaipi)(g;a;p;)

i=1 i#j
T

= Z(Qiaipi)(qz'aipi)
i=1
s

= tha?pi
i=1

Ainsi, par une récurrence immédiate, on a

-
Vn e N,a" = Zqia?pi
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Et donc, on en déduit que pour ¢t € R,

+oo m
eta — E am
n'
n=0
+o0o m

- S5
_ zqz(zt" )pi

n=0

= Z gie' ¥ p;
=1

10. On écrit : a; = (a; — \iIdg,) + Aildg,, et on utilise la sous-multiplicativité de |-, :

t ai*)\iIdEi )+t)\zIdEL

el = e

%

et(ai 7A”LIdEZ ) etki Id51

‘ et(ai— i

N

e

i

or I’endomorphisme de E; a; — A\;Idg, est nilpotente d’ordre au moins m;, par définition de E;. Et on a
= |Ai|. On en déduit alors que

k
Cllla = Addg, ||

e

avec P; € R[X].
11. On a, d’aprés la question 9. et 5. :

T T

ta ta; ta;

lle™lll < D_ llase™ pilll, < > Cilfle"™
=1 1=1

On utilise la question précédente et on trouve :

e ll, < ZC [ | Py ([¢])
On pose P(t ZC’P [X], de sorte qu'on ait bien P(|t|) > C;P;(|t|) pour tout i € [1,7] et on
utilise : pour z € (C, le*| = eR) | pour avoir :

r
el < P(0) 3 e = (1) Yo
=1

tua

12. Comme A € M, (R), on a vajgs = us. On en déduit alors que et’UAI]Rn =" et donc, on a

(e cxe o e 5Laccr o)

Et donc, en passsant aux bornes supérieures, on a :

lle™ Il < fle~ll.
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13.

14.

15.

16.

On résoud le probléme de Cauchy et on a :
Vt € R, gu, (1) = €™ (o)

On suppose que Sp(A4) C R* +iR. Par la question précédente, il suffit de montrer que , ligl H|eth H|c =0
—+o0

ou va est ’endomorphisme de C" canoniquement associé & A. Alors, d’aprés la question 11., il existe un
polynome réel P tel que
vt 0, [l < P() Y e
AESP(A)

Mais comme Re(Sp(A)) C] — 00,0[, on en déduit par croissances comparées que

lim [[le™ ], =0
t—+oo ¢

Réciproquement, soit A une valeur propre complexe telle que Re(A) > 0 et zp € C" un vecteur propre de
A, alors
e 20| = P zo]| £ 0

Azo = etAx0+ietAy0 et on ne peut pas avoir etAxo, etAyo —

420 ne converge pas vers 0 quand ¢ tend

On écrit 2y = xg+iyo avec xq, yo € R™. Alors, e’
0 en méme temps. Ainsi, on a montré qu’il existe zo € R" tel que e
vers +00.

On note p = min {Re(A), A € Sp(A)} > 0. On réutilise la question 11. et 12. : pour ¢ > 0, on a par croissances
compareées :

lle“[l, <cP@) 3 ™™ <reP@et =0 (e7H)
AESp(u)

et o = g convient.

On en déduit que
Yt >0, [|ga (]| < [fle"|l[, lzoll < Cellzolle™

3 Démonstration du théoréme de Lyapounov
On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour ¢ > 0 et x,y € R" :

(e @)l m)] < e @lle @)l < [lle||21alls] = 0fe2*)

400
grace a la question 14.. Et donc, par comparaison, on en déduit que / (e (x)]e'(y))dt converge abso-
0

lument.
L’application b est clairement bilinéaire et symétrique. De plus, on a

+oo 9
b(z,x) = / |e"*(@)|"dt =0
0

L’application ¢ — ||et“(ar:)H2 est continue et positive et donc son intégrale est positive si, et seulement si,
Vt > 0,e'z = 0. En particulier, si ¢t = 0, cela donne = = 0.
Donc, b est un produit scalaire sur R"”.

Soit z € R" et h € R", on a :
q(z + h) = q(z) + 2b(z, h) + q(h) = q(z) + 2b(x, h) + o(h)

En effet, comme b est un produit scalaire, ¢ est une norme sur R" et donc est équivalente & la norme
euclidienne : il existe C' > 0 tel que q(h) < C||h||* = o(h). On en déduit que ¢ est différentiable en = et que

dg(z) - h = 2b(z, h)
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17.

18.

19.

20.

Ainsi, on calcule en reconnaissant une primitive :
dg(z) - a(z) =
0

d eta T 2 det“ x ta
Ak = <€ta<x>, 1) = e @l 0 afo)

On utilise encore la régle de la chaine. Notons ¢ =g o f;, : R — R"R et alors, on a

En effet, en utilisant la régle de la chaine :

') = dq(fae(t)) - fr, (1)
= 2b(fao (1), f2, ¢ )
= 2(f2y (1), 0 (1))
= 2b(f$o(t)ag(f$o( ))) + Zb(fzo(t) 5(f”£0)( ))
[ Feo O + 2b(f2o (), (f20) (1))

(Petite erreur de parenthésage dans 1'énoncé : &(f,,)(t) et non pas (s, (t))).
On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

b(f:vo7 fwo ) \/qofivo\/qoE fa:()
e(y) — 0. Ainsi, si n > 0 est fixé, il existe o > 0 tel que si ¢(y) < «, alors \/qoe(fz,) <

y—0
2b(fry,(f2o)) < 204(fao)

De plus, par équivalence des normes, il existe une constante C' > 0 telle que Cq(y) <

1 et donc, on a

ly||* et donc, on

ainsi par le paragraphe précédent, il existe a > 0 tel que si

[ Fao )1+ 26( fu (1), €(frg) (1)) < = (C = 2¢) q(fro (1))
=B

C
choisit n = T

Q(fzo (t))

alors,

On suppose que g(xg) < «. Supposons qu’on ait réussi & montrer que V¢ > 0, q(fw0 (t)) < «, alors dans ce

cas, en reprenant la notation de la question 17., on a
VE 2 0,¢(t) < —Be(t)
Et donc, t — €!p(t) a une dérivée négative et docn, on a
Vi = 0, o(t) < e”*p(0) = g(wo)
et donc,
V¥t > 0,0(t) = q(fa (1)) <™

On note 7 = {T > 0,Vt € [0,T],q(fz,(?)) < a}.
T est non vide : en effet, comme ¢(z¢) = ¢(fz,(0)) < « et donc par continuité, il existe € > 0 tel que si
t <€ [0,¢], ¢(fz,)(t) < . On peut donc considérer T* = sup T € [0, +o0].

Q(l‘o)

On suppose que T < +oo. Alors, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe alors Ty > T™ tel
que Vt € [T*,Ty), q(fz,(t)) < a et donc, on aurait V[0, Tp], ¢(fz,(t)) < o, ce qui contredit la maximalité de
T*. Ainsi, on a T" = +00 et donc :

VE 2 0,q(fz(t) <

Comme /¢ est une norme, il existe C,Co > 0 tel que
Vo € R™, \/q(z) < Co|lx]| et

On prend a = g. Ainsi, si € B(0, @), alors g(x) <

2
1 fzo (DI < C1y/a(fao (£) < C1i/a(wo)e 5

[zl < C1v/q(x)

C2&* = a. Alors, en réutilisant la question 19.

_B
< C1Cze™ 2 o]
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