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Distance entre deux distributions de probabilités sur N.

1. Nombre de points fixes d’une permutation

1>

2>

On a Card( S,,) = nlpar suite d, < nlet0 < —’; 1 donc Rey <Z i’;x”) > Ry (Z x”) , d’ou
n>0 n>0

R >1.
e Soit k& € [0,n] et Py ’ensemble de toutes les parties de [1,n] ayant exactement k éléments , on a
Card(Py) = (z) .
L’événement [X,, = k] est I’ensemble des permutations de [1, n] ayant exactement k points fixes. Pour tout
I € Py notons F(I) = {o € [X,, =k] ,Viel o(i) =i}, c’est ’ensemble des permutations de [1,n]
dont les points fixes sont exactement les ¢léments de I .
Ona[X, =k|= IL% F(I)et F(I)NF(J) =@ sil # J donc

€

Card([X z Card(F
I1ePy,

Sio € F(I)alors o)y = idy et or la restriction de o a I, le complémentaire de I , est un dérangement de T ,
ainsi I’application o — o établit une bijection de F(I) sur I’ensemble des dérangements de I, ce dernier

est en bijection avec I’ensemble des dérangements de [1,n — k] , donc Card(F (1)) = d,,— et

Card([X Z Ayt = dp—k Z 1 =d,_x Card(Py)

1ePy, 1€Py,

d’ou

Card([X,, = k) = (Z) .

e P, est la probabilité uniforme sur S,, donc

Card(| X, = &k 1 /n

ainsi
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3>

4>

5>

On a ([ X, = k])g<p<, €St un systeme complet d’événements ( ils sont deux a deux disjoints et de réunion

égale a Sy) donc > P, (X,, =k)=1et
k=0
" d,
Z k(n _kk)u =1
k=0 )

+oo +oo
Soit x € |—1,1[, on a s(z)e* = (Zo ‘fﬁm") <Z "fl,> (R > 1 donc s est définie sur |—1,1] et exp
n—

n=0
“+00
est de rayon de convergence infini ) , le théoréme du produit de Cauchy donne : s(z)e® = > v,z" avec
n=0

n
dn—k LIS
Up = kZ =i = 1d’ou
=0

Ona R > 1, sionsuppose que R > 1 alors s est définie et continue en 1, mais la formule précédente donne

lim1 s(x) = 400, ce qui est absurde, donc R = 1.
v
Soitxz € |—1,1[ona

+oo d +oo d
_ — non n .+l
(1—-2)s(x) = E e g e
n=0 n=0
+o00 400
dn n dn—l n
= —x — x
> 2 e
S — (n—1)!

“+o00
dn dn—l n
- (S ae)

+oo n
Puisque (1 — x)s(z) = e * alors (1 — x)s(x) = > %x” , par unicité des coefficients d’un DSE on a
n=0
dy, dp—1 (=)

— = = Vn >1
n! (n—1)! n! "=

n

. ) d -1
une sommation de cette relation entre 1 et n donne —V: =1+ E ( X
n! !

k=1

~—
o

, ainsi

n o 1\k
d, =n! Z ( kl')
k=0 ’

Soit k € [0,n] , d’aprés la question 2. on a P, (X,, = k) = % donc

n—k i
P,(X, =k) = k'(nl_ M ((n — k)! > (—2‘1) )
d’ou
n—=k i
P (Xp =k) = % (_ﬂl) :
1=0
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6> Siie[l,n]etoeS,,onal;(c)=1sio(i) =1,etU;(o) = 0 sinon.
e OnaU;(S,) = {0,1}, I’événement [U; = 1] = {0 € S,,,0(i) =i} est en bijection avec S,,—1 ( par
I’application qui a o associe sa restriction a [1,n]\ {i} ), donc Card([U; = 1]) = (n — 1)!.

1 1
Ainsi P, (U; = 1) = %:netPn(Uizo):1-}}%(&:1):1—n.

U; suit donc une loi de Bernoulli de paramétre —
n
e On suppose ici n > 2. Soiti # j,ona U;U; (S,) = {0,1} et

UU; =1 =[U;=1NU; =1 ={0 € Sy,0(i) =ieto(j) =j}

1
P, UU; =1) = ——
(U:U; ) n(n —1)
. . . . 1
Donc U;U; suit une loi de Bernoulli de paramétre ———.
n(n—1)
7> e Soitk € [0,n],sio € [X,, = k] alors il existe {41, ...,ix} C [1,n] telque U;,(0) = ... = U;, (o) =let

Uj(o) =0sij ¢ {i1,...,i;} , donc

Xn(0) = Ui, (0) + ... + Uy (0) = > _ Ui(o)
=1

ainsi

_yu
1=1

e Espérance:onalU; ~ B () et E(U;) = L donc E(X,,) = 3 E(U;) = 1.

Variance:onaV(Xn):]E(XfL)—IE(X) et X2 = ZU2+2 Z U;U;j ,or U = U; pout tout i ,

=1 1<i<j<n
donc X2 = ZU +2 Z U,Uj et
1<i<j<n

n

E(X2) =Y EU) +2 Zn: E(U;U;) =1+ 2 Xn: E(U;U;).

=1 1<i<j<n 1<i<j<n
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de plus U;U; ~ B( = ))pouttoutz<j donc E(U;U;) =

1<i<j<n

ainsi E (X?2) =2 etV (X,) = 1. Conclusion

=
8 > Soit k un entier naturel , pour n > k ona P, (X, = k) k— Z
i=0

> EWUU;) = n(nl_l) oo

7!

donc

. e
yr = Mim Po (X = k) = 2
par suite
o1
P =) =31

et Y suit la loi de Poisson de paramétre 1.

9> e Soitt € R,onaGx, (t) = > P, (X, =k)tFetP, (X, = k)
k=0

remarquons que

donc

+00 T 4k
Gy(t)=) P =k)tF =) o
k=0 k=0
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e Soitt€R,ona

n i n (__1)i +oo tk
Gx,(t) = Zku -2 il 2 k'

i=0 : i=0 k=n+1
o tk . . .
lereste ), 77 converge vers 0, quad n tend vers +o0 , donc pour ¢ > 0 il existe IV tel que ,sin > N
k=n+1
+o0o
alors | Y. 4| < £, parsuite
k=n+1
n ; “+oo k n +00 k n
(—=1) t 1 t € 1
<y = e N
PO DO LI I DI ESPIF L
i=0 k=n+1 i=0 " |k=n+1 i=0

n ; +o00

_1)¢ k .

donc ) % ( > Z,) converge vers 0, quad n tend vers +o0, ce qui donne
i=0 k=n+1

Jim G, () =2 !

2. Convergence en variation totale

10> Soient x, ¥, z trois distributions sur N.
e Par inégalité triangulaire on a : |z(k) — y(k)| < x(k) + y(k) pour tout k£ dans N donc

Zy

dVT(J:) y) <

DN | =
M-‘r

i}
o

ainsi 0 < dyr(z,y) < 1;
e Séparabilité : on a
dvr(z,y) = 0 ) [ok) —yk) =0
< |z(k) —y(k)| =0, Vk e N
< z(k)=y(k), Yk e N
d’ot dyr(z,y) =0 <= x = y

e Symétrie : dyr(z,y) Z |x(k k)| = Z ly(k k)| = dvr(z,y) .
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o Inégalité triangulaire : on a

dyvr(z,2) = ZI!L‘ +y(k) — z(k)|
+oo
< Y (k) = y(k)| + ly(k) — 2(k)])
k=0

+o0 T
< S lalk) —yk)]+ > Jy(k) —
k=0 k=0

d’ou dyr(z, 2) < dvr(,y) + dvr(y, 2).
11> Soient X et Y deux variables de Bernoulli, X ~ B(\)etY ~ B () avec A, € ]0,1].

Ona
dvr (o pv) = 5lpx() = px(D)] + 3 lpx(0) — px(0)
= SIB(X=1)~B(Y = 1)| + 5[B(X = 0) ~ B(Y = 0)
= SPh—al+5I0-N = (1= p)
d’ou

’dVT (px,py) = | — N|‘

12> e Soit X une variable de Bernoulli de paramétre A € ]0, 1].
Onamy(k)=e )‘)l‘g, ,px(1) =X,px(0)=1—Xetpx(k) =0pourk > 2, donc,

2dvt (px ;™) = Z!PX ) — ma(k)|

= |px(0) = m(0)] + Ipx(1) — m(1 !+Zm

= [px(0) = mA(0)[ + [px (1) — mA(1 )’""1_7")\(0)_77)\(1)
= ’1—)\—67)\‘4-‘)\—)\67)“+1—67>\—)\67)\

Soitp:z—ax+e ¥ —1,onay/(r) =1—e* > 0pourtoutz € ]0,1[, ¢ est croissante sur |0, 1] et
©(0) = 0 donc p(z) > 0sur]0, 1.
Donc

2dyr (px , 7)) =Ated—14+A=de P +1—cP= AP

et

dvr (px ,m) =A(1—e™?)

e Onap(\) >0donc1l —e ™ < Adou |dyr (px, ™) < A?].
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n—k i _
13> OnVk e [0,n] px,(k) =P, (Xo=k) =5 > S5 px (k) =0sik >netm (k)= ¢, donc
i=0
+oo
2dvr (px,,m) = Y _l|px, (k) — mi(k)]
k=0
n +oo
= D Ipxa (k) —mR) + D mik)
k=0 k=n-+1
n 1 n—~k i 400
1 -1 1
S ol S S
k! k! i! k!
k=0 1=0 k=n+1
X w
sachant que e~ ! = > “= alors
i=0
n “+o0o “+oo
1 (-1 1
2dVT(an,7T1)= H Z il +e 1 Z g
k=0 = li=n—k+1 k=n-+1
+o0 1 +oo 1
14> e Soit n un entier naturel, on a r,, = Z T = Z m
k=n+1 k=0
Ecrivons pourtoutk > 0, (k+n+1)! = (n+1)/(n+2)...(n + k + 1) donc (k+n)! > (n+1)!(n+2)",
k termes
ainsi .
1 X 1
<
=) kz_o (n+2)F
o 1 +2
J— —_—n 1
. Onakgom =TT Tl , par suite
1 1 n+2
< < _
D S S mr et
Ainsi
1
T o~
n—+oo (n + 1)!

15> De la question 13.0ona,

n 1 —+o0 (_1)1 “+00 1
-1
2dvr (px,,m) = i > | te > o
k=0 i=n—k+1 k=n+1
n
1 -1
< HTn_k +e 1y
k=0
la relation (*) donne 0 < r,, < (n%l),%ﬁ < (71%1)' donc
n 1 n 1 n+1 1
—r . <2
kz_:ok""”’“— kz_ok'(n—k—irl)'_ Kl(n—k+1)!
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on a
n+1

5 1 1 &y 2t
k:Ok!(n—k+1)!—(n+1)!k k) (n+1)

ce qui donne pour n assez grand

2n+1 2671 2n+2
<
D! ) S (ot

2dvr (px,,m1) <

d’ou

2n
dyT (anﬂTl) n_i_oo O <(n+1)|>

3. Autres estimations de distances en variation totale

16 > Soit z et y sont deux distributions de probabilités sur N , x * y est définie de N vers R™.

Les séries »_ x(n) et > y(n) convergent absolument, le théoréme du produit de Cauchy donne : la série

> v ,avecv, = Y. x(i)y(j) , converge absolument et
i+j=n
+o00 “+oo “+oo
> = Yot 3 ) =1
n=0 n=0 n=0

+o0

comme v, = (z *xy)(n)alors Y (r*xy)(n)=1.
n=0

Ainsi z * y est une distribution sur N.

17> Soient X et Y deux variables aléatoires sur (€2, A, P) , indépendantes, a valeurs dans N.
Pour tout n dans N jon a pxyy(n) =P(X +Y =n) . Soitw € [X +Y = n] alors il existe k£ € [0, n] tel
que X (w) =ketY(w)=n—kdonc

P(X+Y =n)=) P(X=FkY =n-k)
k=0

etP(X =k, Y =n—k)=P([X =k|N[Y =n—k]),'indépendance de X et Y donne
PX=kY=n—k)=P(X=k)P(Y =n—k), par suite

P(X+Y:n):zn:}P’(X:k)IP’(Y:n—k)
k=0

qui s’écrit

pxiv(n) = px(k)px (n— k) = px * py(n)
k=0

d’ou[px+y =px *py}

On peut le faire en utilisant les fonctions génératrices et la relation Gx v = GxGy , vérfiée par des

variables indépendantes .
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18> Soient (z,y, u,v) € (Dy)* et k entier naturel, on a

(@ *y)(k) = (wx )W) = | D (@) —uld) +u(@®)y(G) = Y ulijv(s)

i+j=k i+j=k

= | Y @@ —u@)y()+ D ul@) (i) —v())

i+j=k i+j=k
< D0 y@le@ —u@+ Y u@ly(i) — ()l
it+j=k i+j=k
19> Ona
1R
dyr(zsy,usv) = o> [(wxy)(k) = (uxv)(k)
],i;j 1-+x
< S0 Y Ol —u@+ 5 D uldlyG) - o)l
k=0 i+j=k k=0 i+j=k

La formule du produit de Cauchy donne
+00 +o00 +oo
o> yle(i) —u@)| = <Z y(’f)) (Z (k) — Wf)l)
k=0i+j=k k=0 k=0
+0o0
- (Z 2(k) - u<k>r>
k=0

par suite
13X
dvr(z*y,uxv) = o) |(z*y)(k) - (uxv)(k)
k=0
1 00 1 +o0
< Sl = uk)| + 5 Y Ly — o(k)
k=0 k=0
d’ou

’dVT(x *y,uxv) < dyr(z,u) +dyr(y,v) ‘

20> Soitn € N*et A €]0,1[, U ~ B(n, \) donc py (k) = (})AF (1 —A)"*sik € [0,n] .
Soit X1, ..., X,, des variables indépendantes qui suivent la loi de Bernoulli de paramétre A , on sait que
X1 + ... + X, suit la loi binomiale B(n, \) ( ¢’est du cours ) donc py = px,+..+Xx,, -
Soit Y7, ..., Y,, des variables indépendantes qui suivent la loi de Poison de parameétre A , on sait que
Y1 + ... + Y}, suit la loi binomiale P(nA) donc 7, = py,+...+v, -
D’apres la question 17. py = px, +..+x,_, *Px, car X1 + ... + X,,_1 et X,, sont indépendantes , de méme
Tad = PYi+..4+Y,_1 ¥ DY, = PY1+..4+Y,_1 * T\

La question 19. donne

dvt (pr, Ta) < dvr(PX 4.+ X015 PYi 4.4V, 1) + dvT (DX, TA)
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21>

22 >

D’aprés la question 12. on a dyt(px,,, ) < A2, donc

dvt (0, Tn) < AVT(PXy ot X 1> PVt a Yy ) + A2

ainsi par récurrence on obtient :

dvt (pu, mny) < nA?

Soita > 0,n > |a] et B, ~ B(n, %), on applique le résultat précédent avec A = > € ]0,1].

OZQ

+oo

1

3 Z IpB,, (k) — ma (k)| = dvr (pB,,, Ta) < .
k=0

donc pour tout k& dans Non a |pp, (k) — mo (k)| < % ce qui donne EI_}I_I pB, (k) = ma (k) .

Ainsi

k

. . . 704017
nngquOOIP’(Bn =k)=e 1

Soient« > 0,8 > 0, n > max(|«],|B]), Xi,...,X,, des variables indépendantes qui suivent la loi

de Bernoulli de parametre - et Y7, ..., Y, des variables indépendantes qui suivent la loi de Bernoulli de
B

n "

Posons B, = X1 + ... + X, et C,, = Y1 + ... + Y, , on sait que B, ~ B(n, %) et C,, ~ B(n, g) )
On a

parametre

dvr(7ma, m8) < dvr (PB,., Ta) + dvt (PC,,, 78) + dvt (PB,,PC,)

d’apres la question 20. dyr (pB,, 7a) < %2 et dyt (pc,, m3) < %2 , avec la méme méthode de la question
20.ona

dvt (PB,,Pc,) < AVT(PX 4.4+ X0 15 PYi+. 4 Y1) T dvT (DX, s PY,)
8
n

d’apreés la question 11. dyt(px,,, py,) = , donc

[
n

a fp

dvt (pu, ma) < dvt (DX 4.+ X0 1 PYit Y1) + T n

par récurrence on obtient

a f

n n

=18 -af

dvt (pr,mha) <1

ainsi
2 2

(0%
d <|p— ~— 42
VT(WQ,TI'ﬂ) S ‘,6 Oé| + n + n

ceci est valable pour tout n > max(|«], | 5]) , par passage a la limite on a

dvt (Ta, 78) < |8 — @

FIN

10



