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Ordonnabilité des espaces métriques

Le sujet comporte 12 pages, numérotées de 1 a 12.

Début de 'épreuve.

Dans ce sujet, on s'intéresse au probléme d'ordonner les éléments d'un espace métrique de
sorte que deux éléments successifs soient & distance bornée.

(e sujet est constitué de quatre parties. La premiére partie est formée de préliminaires
dans le reste du sujet, avec des questions de programmation en C et OCaml. La denxicme
partie propose 1ne implémentation en C d'une structure de données utilisée notamment dans
la troisitme partie. Cette troisiéme partie considére les graphes, munis de la distance de plus
court, chermin, comme espace métrique, avec implémentations en C. La quatrieme partie, enfin,
indépendante des deux précédentes, considére l'ordonnabilité des langages réguliers pour une
certaine distance d'édition: cette partie contient de la programmation en OCaml.

Dans les questions de programmation en C ou OCaml, on n'utilisera pas de fonctions qui

bibliothéque standard du langage. Pour les codes en C, on pourra
t <agsert.h> ont été inclus.

utiles

ne sont pas incluses dans la
supposer que les en-tétes <stdbool.h>, <stdio.h>, <stdlib.h>e
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Espaces métriques et d-ordres

rehe explorer
papace

'an che

DIL'I‘[H o ek ™
o snfe P ‘

jet, on s'intéresse i des collections de données (iscrétes (ue
le s potions i

O] CTIZeI I ¥ "”{li H.l‘r{" (A& |t - e
me IH}”' X {1[ {j—.‘ﬁ!”: ” lt 'i[ 'Lf' .”d (&
f. rr”l';“'t”‘r d i

?f!ﬁmft.inin 1 (espace métrigque). Un espace métrique M = {X‘m
énombrable X dont les éléments sont appelés points ef June distance sur X, € pal-d-ilire WHE

application § : X ¥ X = M satisfaisant :
Symétrie. Pour tout (e,) € X2, 8(x,y) = &y, )

Séparation. Pour toul (z,y) € X%, 8(z,y) =0 of el seulement 5=V

Inégalité triangulaire. Pour tout (x,y, %) € X% dzy) € Sx,2)t TERIE

P‘?‘Lr un espace métrigue M = {X,d) et X' € X, on note -M[xrl fe couple (X"_.ﬁw]'.- s

dénote la restriction de & au domaine X' x X', On phserve gut M [m est encore U7 R

métrique, que 'on appellern sous-espace de M.

Définition 2 (d-ﬁﬂitﬂ}. Pour d € N*, une d-suite s elams wn AL CE Tliéﬁ?"iﬁ'i!ﬂ .'M = (X1ﬁ) g5t

une suite (finie ou infinie dénombrable) 8 = Ty, T2+ de points de M telle que -
— ['.l:]"ﬂ.!‘..‘l'ﬁﬂ.l‘. pas dﬂ dﬂub:ﬂﬂﬁ, Ejlﬂﬁf'd—dﬁ"q IT[IE pﬂ-‘.t'i" tortks Ly -T_l- d{:.' la .‘?ﬂﬁﬁ, 31. 1 ?l: J

alors ©; # Tj;
— deur points consécutifs de la suite sont i distan
1.y de lo suite o1 8 i, zirn) € d.

ce au plus d; for'meﬂcmnni, pour tous Ti,

ments, ques termine €0 Tn.

On dit que 8 cominence en T el, dans le cas 0% 8 est finic et a elé

Pour d € ", un d-ordre de M esl une d-suite dans M

Définition 3 (d-ordre, d-ordonnable). .
lorsqu il existe 1T d-ordre

contenant tous les puints de M. Lespace M est dit d-ordonnable
de M. On dit que M est ordonnable lorsque M est d-ordonnable pour Ul certain d.

Distances d’édition sur les mots

On fixe dans tout le sujet |'alphabel Y, := {m, b} ayant pour seules lettres a et b. Un mot w
est une suite finie de lettres w = @+ Cne La longueur de notée ||, est 1. Ou note € le mot
vide, de longueur nulle. On note ° I’ensemble des mots suT ¥, Un langage est un soug-ensemble
de L.

Un espace métrique d'intérét, sur J'ensemble des mots d'un langage, est donné par deux
distances d'édition Sur les mots : la distance push-pop et la distance push-pop-droite, Gue I'on

définit ci-apres.
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Défnition 4 (distance push-pop). Lo distance push-pop, diénoltfe Bpps 51 définie de la maniire

. A J et v geabine Reressalre
swivante ; pour w,uw' € £°, dup(10, 1) est le nombre minimal d ‘opération

nsser de w 4w, ot tes opémtions aulorisées sonl :
' i

§ P

W @ e - v T
pour un mot w, insérer la lettre o € £ & la fin, ce qui donne le mot

b s 2 : . e e il ettt §
pour un mol w, insérer Ia lettre o € L oau débnt, ce qui donne le mi

i ¢ o ce qui donne le
pour un mot de la forme wo avee a € X, supprimer la derniere lottre 7

md e

i D lottre, ce qui donne le
pour un mot de la forme cav avee a € X, supprimer la premier lottr 7

mof 1w,

s | aupprimé la derniére
Exemple 1. Les mots d distance push-pap 1 du mot aab sont aa (on a supp

' ]
. jouté il fi ' i fa fi ) fon o supprimé la
lettre), aaba (on a ujouté un a 4 la fin), nabb (on a ajouté un bdla _;m;‘ m'f( ghis
. oute g sute un b auw debul).
premiére letire), aaab (on a ajouté un o au début) et baab (on a ajoutt un
e Bppry £54 définie

DéRnit A At 5 T : " _pon-droite, dénale
ition 5 (distance push-pop-droite). La distance push-pof fin du mot sont

de la méme manidre que ‘EIH‘ mais seules les insertions of SuppreEssions & la
nutorisées,

Exemple 2. Les mots qui sont 4 distance push-pop-druite 1 du mot aah sont rm~|" on @ supprimé
la derniére lettre), aaba (on a ajouté un a d la fin) et aabb (on o ajouté un b i la fin)

Algorithmes d’énumération push-pop et push-pop-droite

Lorsqu'on travaillera sur les mots, on considérera parfois des programmes produisant Une
suite (potentiellement infinie) de mots de T*, en utilisant les instructions spécinles suivantes :
popL(), popR(); pushL{a) et pushR{a) pour a € £; et output(). sog

Le programme dispose, comme état interne, d'une liste L d'éléments de T, qui est interpretee
comme un mot de £*. La liste L est initialement vide et représente donc le mot vide. Voici ce
qu'il se passe lorsque le programme utilise les instructions spéciales :

— popL() a pour effet de supprimer la premitre lettre de la liste (et ne peut étre appelée
que si la liste est non vide) ;

— popR() a pour effet de supprimer la derniére lettre de la liste (et ne pent étre appelee que
sl la liste est non vide);

— pushL{a) a pour effet d'ajouter la lettre ¢ € T en début de liste;
— pushR{a) a pour cffet d'ajouter la lettre o € I en fin de liste;

— output() produit le mot étant actuellement représenté par la liste (par exemple, il Uaffiche
en sortie du programme).

On souligne que la liste L n'est accessible par le programme que via ces instructions spéciales.
De plus, on fait 'hypothése que chacune des instructions popL, popR, pushL et pushR a une
complexité en O(1).

Un tel programme produit alors la suite de mots wy, wy, .. ., oii wy est le premier mot produit
par le programme lors de son exécution, wy le second et ainsi de suite.

On appellera un tel programme un programme push-pop. De maniere similaire, un programme
push-pop-droite est un programme push-pop qui w'utilise pas les instructions popL() ni pushL(a)
pour & € L.
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puEhR- popL, poph. output nyy e
afant [a liste. Le programine C sy,
ol Wy ot 1wy o5t (aa)' =), :

: )
que les fonclions ¢ pushI:.
une méme variable represe
produit lo suite de

Exemple 3. On suppose
prédéfinies ef manipulent toutes
est un programme push-pop-droite qui

Mg e

int main(void)
{
pushR( 'b'); output();
while (true) {
popR(); pushR(‘a’); pushR{ 'a"}; pushR( ' ');

}

putput ();

}
On remargue que ce programme ne termnine jamais.
En OCaml, on suppose quon dispose d'un type lettre défini par :

type lettre = A | B
ol lettre list, dont la téte cor-

mot aab est représenté par la liste
de type pushR : lettre —> unit,
~» unit, ainsi que output :

On représente alors les mots de L* par des listes OC
respond 4 la premiére lettre du mot. Par exemple, le
[A:A:B]. On suppose avoir accés en OCam! A des fonetions
pushL : lettre —> umnit,popR : unit -> unit, popL : unit
unit -> unit, qui représentent les instructions spéciales.

Exemple 4. Le programme OCam! push-pop sutvant produit la méme suite que le programme C

push-pop-droite de Uezemple 3 :

let main (} =
pushR B; output ();
while true do
pushlL 4; pushL A; eutput ();

done
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Partie 1.
el. Préliminaires

o find. Montrer

Question 1.1, g M= (

X, B
que M est ordonnable. "

CRDMCG ki ; T
TR I""“Ir;lli' bl que X st lin :'I1HIII|J[

uest lor
Q ton L2, Eerire yye lometion OCay)

dﬂl F‘P " o i
N nt

prenant en entrée deny istes 11, 121
5 08 x i , 5
distance |1uhh—]mp—1|:‘nitv entre

lincaire en ju,| + |,

. TN I
Présentant de o0 e el penvoyant Bopr (1t W3/
nt des mots wy, ue et - I’]”"i“' il

L et g, On attend de cette fonction que 58 et

u 5 » ]
Question L3. On considere b suite program

push-pop-droite

' 4 Serire
8 1= W), u,.. ., ot w est o' . B 1

en C qui produit la snite s,

des espaces me

Question 1.4, M !
trifse; ontrer que My, := (2%, 8p5) et Mppe = (Z°4 dppr) sont

dire (comime indique
} ou “'MFIJT[L] =
ush-pop des
(aa)*b.

On s'intéresse maj

HBEE maintenant aux sous-espace i
dans la Définition 1) aux es u sous-espaces de My, et Mppr, € est-#
: },ﬂ;'p]il 9 un langage. Par exemple, la suite produite par les programmes P
exemples d et 4 est un 4-ordre pour MppelE] et un 2-ordre pour Mg (L), o L=
Question L5, Eerire un programme push-pop en € qui produit un d-ordre potr MopplL],

¥ | — * 1w - 2

ot L:=a™h" | b"a* et un certain d € N, Expliquer comment fonctionne ce programine.

ordre pour Mpp [L],

Question 1.6, Ecrire un programme push-pop en C qui produit un 1- £
la position (i, 4)

. T . ; . . 14
obi L =:q"}*, [Imh-r:e_ : on pent visualiser le langage L comme la grille FNx M, on &
correspond le mot a'ly.] Ne pas hésiter & faire un dessin pour se faire comprendre.

Question L7, Soit L :=0b"|ab®,
a. Berire un programme push-pop en C qui produit un 1-ordre pour MoplL).

b. Prouver que Mpp|L] n'est pas ordonnable.

Question I.8. Un chemin hamiltonien dans un graphe non-orienté est un chemin (aussi
appelé chaine) qui visite fous les sommets du graphe exactement une fois, Un graphe grille est
un graphe de la forme G = (V, Ey) avec V une partie finie de N x N et Ev = {{(,3), (.3}
(i, 5), (i",5) € V et fi —i'| + |j — j'| = 1}, autrement dit, deux sommets sont connectés par une
aréte 8'ils sont 4 distance 1 dans la grille N x M.

On définit le probleme de décision HamGrille de la maniere suivante : en entrée on a un
eraphe grille G et la sortie est OUI si G possede un chemin hamiltonien et NON sinon. On
admettra que ce probléme est NP-complet.

Pour ¢ un entier naturel non nul, on définit le probleme de décision Py, de la fagon suivante :
P, prend en entrée un ensemble fini de mots L et la sortic est OUT si Mpp[L] est t-ordounable,
NON sinon, On fixe maintenant un entier naturel £ > 1 arbitraire. Montrer que pour cet entier f,

le probléme P; est NP-complet.
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ptation en C des

Partic 11 : Impléme

'] #
qee C des opération.
s mentation " langhe ! 1018 ¢,
cmet

| - Ticte 1||l|l.'IIH't|T T

T 1 |:Illl1| 1t une liste o '!“” :

énliser 1 : te code! -
nees 115 H

: _ "
Daiis cotte partie, on conhnite .
|efini contm? ]

QUr e shr s
o donndes 1igte eslt

aeture de dom
programmes push-pop

Le type de la straeture d

typedef struct chainon_B chainon;

struct chainon_s
{
int val;
chainon #prec;
chainon *suiv;

¥

struct liste_s

{
chainon *premier;
chainon *dermier;

ot

typedef struct liste_s liste;

En particulier, les lettres sont done représentées p&r des entiers (c;; r:il[:-tp?lie iflu thl C, une
variable de type char peut &tre implicitement interpretee [-nmtmlz mrlj e‘ l.; ”:{-. ‘n.t SANS Pertp
d'informations) ; celn permettra de réutiliser cetie .‘ILI'I'I(‘I,lli‘t" hslta ll:l'l.hl \L Ell:l s E. (-J'DIE‘J([I;‘;'\_{_

Dans I'implémentation de cette structure de donndes, an ve)llloru 4 ce quun pomteur dony
la valeur n'est pas NULL pointe tonjours vers un espace mémoire valide et pas, par exemple,
vers une donnée libérée.

Question I1.1. Définir et initialiser une variable globale 1g représentant la liste chainge
globale manipulée par les programmes push-pop; on soubaite que cette liste soit initialemens
vide.

Question I1.2. Programmer une fonction est_vide de prototype bool est_vide(void)
renvoyant true si 1g représente une liste vide, false sinon.

Question IL3. Programmer des fonctions pushL et pushR de prototypes void pushL(int)
et void pushR(int) implémentant les opérations pushL et pushR sur la liste representée par
1g. On utilisera une assertion pour vérifier que 'allocation dynamique de mémoire est bien
Téalisée. Quelle est la complexité en temps de ces deux fonetions ?

Question II..4. -Prngrmmnrr des fonetions popL ot popR de prototypes int popL(void) et
int popR(void) mll_}lemnut&nt les opérations popL et PopR sur la liste représentée par 1g
(chacune renvoyant également la valeur ext raite de ur

la liste). On utiliser: serti
; : ; ste). itilisera une assertion pour
s assurer que la liste n'est pas vide ‘ I

t la complexité et on veillera & libérer la mémoire devenue imutile. Quelle
est la complexite en temps de ces deux fonetions ?
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; £ Programmer des fonctions output et vide_liste de prototypes respectifs
s o id vide liste(void): output affiche le mot codé par la liste de
void output (void) {1 -Tnuctnr:j (sl-livi d’un refour i la ligne), tandis que vide_liste vide [a
i 5‘“; ;;.ﬂ:{;t'ﬁ.] ot libére la mémoire dynamique assoviée, Quelle est la complexité
liste (retire tous ses CIETHERS = :

vt
. fonctions ¢
pri temps de ces deux fonction
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Partie III : Ordonnabilité des graphes

Dans cotte partie on 8'intéresse & des espaces métrigues définis a partir de graphes nop-orientes
CONNEeXes, ]‘”il'l' 1 |.‘,TJI'[]|JI" “llll-l’]-l'il‘“'ll" CONeRe ("r' — “ 'I I] ‘”lll' l it Ilr'!IHﬂ‘IIIIJI." firi nnu.l,q[lr
de noends du graphe ot £ son ensemble d'arétes), on note dg 1 V x V=N It fometion qui & un

couple de noeds (w,v) de Voassocie la longuenr d'un plis court chemin de w a v dlans G
L'ohjectil est de montrer que les espaces de la forme My 1= (V. d¢g) sont S-ordonnables ef
détudier des algorithmes qui caleulent de tels ordpes, On travaillera en langage C,

Question L1, Soit ¢ = (V, £) un graphe non-orienté connexe. Montrer que le couple M =
(Vida) est effectivement un espace métrique.

Question 1IL2.  On considére les graphes G| et (g représentés ci-dessous,

0 0

3= 2 3 4 5 1 2 3 4

| | | J | | | .' |

] 7 & i) 10 ] ] 7 5
Gl Gg

a. Donner un 3-ordre de Mg, (aucune justification n'est attendue).

b. Donner un 2-ordre de Mg, (aucune justification n'est attendue).

On souhaite caleuler un arbre couvrant d'un graphe non-orienté connexe. Un arbre est
un graphe orienté acyelique T = (Vp, Ep) avee Vi un ensemble fini non vide de noeuds et
Er C Ve x Vp un ensemble d'arcs tel que :

— il existe un unique neeud ¢ € Vi, appelé la racine de T tel que pour tout v € Vi,
(“'. r) ¢ Er;

— pour tont neeud v € Vp qui n'est pas la racine, il existe un unique neeud v € Vp tel que
(v,u) € Er et on dit que u est un fils de v.

On définit maintenant un arbre couvrant d'un graphe nov-orienté connexe G = (V, B)

comme un arbre T'= (V', E') tel que :

- =¥

— pour tout (u,v) € £, {u,v} € E.
On va travailler avec la représentation en matrice d'adjacence des graphes ; on suppose que le
nombre de neends V est prédéfini en C comme nune constante globale N, que les neeuds de
sont {0,...,N—1} et que G est représenté par un tableau bidimensionnel bool graphe([N] [N]
oit g[ul [v] et glv] [u] valent tous les deux true si {u, v} est une aréte de G, et false sinon,
L'arbre couvrant T sera également représenté par un tableau bool arbre[N] [N], ai cetie
fois arbre[u] [v] vaut true si v est un fils de u et false sinon.
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Question 111,37,

Ferire nne fonetion

void
calcule_arbre_couvrant (bog) graphe[N] [N], bool arbre (N1 [N])

cotvrant queconque du

(; connexe et on
i |l.‘1.I'Tif' II
1 de votre

qui remplit B
i (] I structure arbre pour que celleci représente un arbre
e fy re l'I'tl‘H' L i ) =i ¥ i i
ne '\.'l."['”-'“.ru IJ] [ 1K |1rI| Erﬁphﬁ. e ii' I]flallqr 1] COLe ““-i]-”. {n H“l]lnl;-.l‘ru'l
A8 00 poi : :
pas ee point dans le code. On pourra utiliser les fonctions (éfnies dans 1

ponr géver une fle ( [
ot une pile) de /8 , e - g ol
uh-nril lume, pule) ile noeuds 3 traiter, Justifier hrigvement SIS =

UIL S 4
5 MISOTA Dy ite : — OIne
Pl par la suite que arbre représente effectivement un arbri convrant ¢

indigué ;
lqué plus haut et que le neeud 0 est 1a racine do celui-ci.

Question ITL.4.  On considire la fonction C suivante :

void visite(bool arbre[N][N], int noeud, bool mystere) {
if(!mystere)
pushR (noeud) ;
for (int fils = 0; fils<N; ++fils) {
if (arbrelnoeud] [file]) —
, visite(arbre, fils, !mystere};
if (mystere)
pushR (noeud) ;

3

On suppose que la liste 1g utilisée par la fonctions pushR st initialement vide et qu'on appelle

visite(arbre, 0, false) sur un arbre arbre de racine ().
a. Que vaut le troisiéme argument mystere lors d’'un appel récursif & visite avec COMmIe

i . e e ]
deuxitme argument un nceud n de larbre, en fonction de la position de n dans 'arbre

b. Que contient la liste 1g a la fin de I'exécntion de ce programime sur le graphe G2 de la

question 1112, vu comme un arbre enraciné en 07

ol visite(a, 0, false), lorsque a est la représentation
0, calcule (dans la liste 1g)

Question ITIL1.5. Montrer que I'app
d'un arbre couvrant d'un graphe non-orienté connexe G de racine

un d-ordre pour Mg,

xité en temps de 'appel 4 visite (a, 0, false), en

Question ITL6. Quelle est la comple
améliorer cette complexité (par exemple en changeant

fonction du nombre N de noeuds 7 Peut-on
notre méthode de représentation des graphes) ?

Question IIL7. On observe que la fonction visite est une fonetion récursive,

a. Quel(s) probléme(s) cela pourrait-il poser 7
de pour rendre ce caleul non récursif. On ne s'attend pas ici & du

b. Proposer une metho
ent transformée en du code,

code, mais & une explication qui puisse étre facilern
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ouliers
Partie IV : Ordonnabilité des langagll?t:;ég
pour la distance push-pnp-drﬂl

sauliers 000 \hles pour la distance
pguliers prooni I

Dans cotte partie on sonhalte caractériser les langages 1
push-pop-droite. On travaillera en OCaml.
wtigquement

dagionera 8 gtétn
Le terme aulomale (lésignera sY

Automates et langages réguliers. b = (O, trans) consiste

un automate ol déterministe, Formellement, un automate o " états ﬁﬂ’ﬂ.'!i»-" e

g . F —_—— } el AL, £
en un ensemble fini ¢ d'états, un élat initial gpnip, un ensemble FCQ« s e
oil L signifie que la transition nest

quiune fonction de transition trans : @ x £ = QU {L}, ite fini
pas définie. Un chemin dans A d'un état ¢ E% fi {"” tat ¢' € Q o8t UhY e hm; (]:‘ l;“-
forme gy, oy, g2, 009, .+, 01, @O0 les gy sont des états de @ et les ai des lgti1ee dF o e
que ¢ = q1, § = gu et telle que pour tout i € {1,...,n— 1} ona girl = trans(ii, E.hJ . |'dtiquette
d'un tel chemin est alors le mot o - -+ tq—1 . En particulier, iy & toujours un chemin de longueur
nulle, avec étiquette &, entre n'importe quel état et ui-méme (la suile ) ARIERHRY ce Hﬂ.m
état). Le langage accepté par A, noté L{A), est I'ensemble des mots qui etiquettent un chemin
depuis ginie jusqu's un état final, Un langage est régulier o'l est accepté par un AR
maniere équivalente, 'l est représenté par une expression réguliere. .
On rappelle qu'un antomate 4 = (Q, Ginirs F. Emns] est Midé si tout état g est & la fois
accessible depuis I'état initial (¢’est-d-dire qu'il y a un chemin depuis disie & ¢
depuis un état final (cest-d-dire qu'il y a un chiemin depuis g vers un état final). Pour tout
aummaaﬂ, on peut caleuler en temps linéaire un auntomate A’ émondé tel que LI:J!] = L{fl’].

) et co-accessible

Automates poéle. D’aprés la question L1, si L est fini alors Mppe[L] est ordonnable.

On supposera L infini dans cette partie, On définit dans ce gui suit la notion d'automate
poéle-d-frire (ou aulomate poéle), puis on montre que My [L] est ordonnable si et seulement si
n'importe quel automate émondé acceptant L est un automate poéle.

Soit A = (Q, @int, F, trans) un automate. Un eycle dans A est un chemin de longueur non
nulle dans A depuis un état g vers lui-méme sans répétition d'état (& part ). On observe que ce
chemin est possiblement de longueur 1, dans le cas ot trans(q, &) = g pour & € . On note que
si gy, @1, G2, @2, - - -y a1, Q1 €8t un cycle, alors g2, 02, Gn—1, 1,01, G2 ot plus généralement

iy Ctiy « v v s Op—1, 15 @1y -+ 0y Qi1+ G POUT tout 2 < i < n— 2 sont également des cycles : on dit

que ce sont les mémes cycles d permutation PTES.
Un chemin sirict vers un cyele dans A est un chemin sans répétition d’¢tat depuis I'état

initial jusqu’a un état faisant partie d'un cycle tel que tous les états sauf le dernier ne font
pas partie d’un cycle dans 4 ; formellement, c'est un chemin g, @y, ...,0p—1.¢p pour n € M
avec g1 = i tel que gy fait partie d’un cyele et, pour 1 < i < n, g; ne fit partie d'aucun cycle.
En particulier, si gini fait partie d'un cycle alors le seul tel chemin est de longueur nulle.

On dit de A qu'il est pseudo-acycligue s'il a au plus un cycle & permutation pres. On note
qu'un automate tel que frans(q, a) = trans(g, b) = g n’est jamais pseudo-acyclique, car g, a, q et
q, b, ¢ sont deux cycles différents.

Un automate A est alors un automate poéle s'il est pseudo-acyclique et a un unique chemin

strict vers un cycle.
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Exem 1
e 5. Oonside ,
Ple 5. Considérons 'automate ci-dessous -

finauz g3, G40 6 et g7
automate est clairement

i e o ., ot i g o
déterministe et il Eﬂfpffﬁ',tﬁ;es e des ﬁf’:}'hcs sont non définies. Cel
L’uummaté m.  aisé de vérifier qu'il ::_st Emonde, -
st également psendo-acyclique ; il comporte et effet un WWE
3, @y @4, b, g5, b, g3 (qu'on peut également derive qa, b, gs, b, g3, 0,94 08 encore 45 % 8
Et comme il o un unique chemin strict vers un eycle ll" le chemin g“’a’q“”‘m‘b? "
automate pocle.

Si une transition de g3 d qq étiquelée par b était ajoutée, co ne ST iffé pe
pseudo-acyclique car g3, a,qa, b, g5, b, g et g3, b, ¢, b, g5, b qa seraient deuz cycles r}iﬁ,ﬁ- E’Jﬂ:ﬂis. g;
méme, si une transition étiguetée par a de qg 6 Pun des éats du cyele dtait ajoutee: { mf,mfna g
aurait dewr chemins stricts distincts vers un cycle et ne serait donc plus un automate poéle.

eycle, le eycle
(1 (s b, ’-?5)'
), c'est un

it plus un qutomate

un antomate émonde
ble des automates

xplication

rmettant de déterminer sl
représentation raisonia
mais on attend une ¢

Question IV.1. Proposer une méthode pr
est un automate poéle, en supposant n'importe quelle
(on supposera I'antomate émondé), On ne demande pas du code,
qui puisse étre facilement transformée en du code.

s trouve A la fin de
si celui-ci fait

o étal d'entrée I'état qu

Lorsque A est un automate potéle, on appell
ut étre I'état initial

I'unique chemin strict vers Iunique cycle de A (cet état pe
partie du cycle). Dans ['exemple 5, I'état gy est I'état d'entrée.

Question IV.2. Si A est un automate poéle, montrer que L(A) peut g'éerire de la forme

FluvF'

oil F et F' sont des ensembles finis de mots et u, v sont des mots avec v # £

que A est un antomate poéle, Eerire un programine pushi-pop-
(A)], pour un certain d € M que 'on ne
mbles F, F' de la question précédente

Question IV.3. On suppose
droite en OCaml qui ealcule un d-ordre pour .M].m[L

cherchera pas i caleuler, étant donnés les mots u, v et ense
représentés en OCaml par des variables

u : lettre list

v : lettre list

f : (lettre list) list

£' : (lettre list) list

—
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par tn automate potle nlors il eat

de cette partie gue el
L, alprs n'importe equel

On a ainsi établi que lorsqu'un langnge L est accepté
ordonnable pour Ia distance push-pop-droite. On moutre duns la suite
en fait une condition nécessaire, dans le sens on st Mype[L] est ortlonnob
attomate dmondé pour L est un automate podle.

Pour ce fnire, on considire Uarbre infini Ty de T* défini ainsi : les neenids de
mots de ©°, le mot vide est la racine de Ty el si w € $* alors wa ot wh sont les fils de W

dans Ty. Une branche infinie B dans Ty est une suite infinie de la forme w
£ M. Pour w € 5. on note Ty, le sous-nrbre infini de Ty,

Ty sont les

el QU R = £

el wy ) = Wiy avec ay € ¥ pour tout @
crracing en .

Pour un langage L. une branche lourde est nne hranche infinie
que pour tout i € M, Ty, contient une infinité de mots de L.

B = wy g, ... dans Ty, telle

Question IV.4. Montrer que, pour n'importe quel langage L, si L est infini alors L a (an

moins) une branche lourde,

Question 1V.5. Montrer que, pour n'importe quel langage L, si MpplL] est ordonnable

alors L a au plus une branche lourde.

g ai moins deux chemins stricts (distinets)

Question IV.6. Seit 4 un automate émondé qui £
ot 1 et ' des mots étiquetant deux tels

vers des cycles (potentiellement identiques) et soic
chemins.

a. Montrer que u n'est pas un préfixe de u' et que '
A) a au moins deux branches lourdes.

n'est pas un préfixe de u.

b. Montrer que L(

ate émondé qui a un seul chemin strict vers un cycle.
clique alors L(A4) a au moins deux branches lourdes.
Mo [E] €8t ordonnable si et seulement si

Question IV.7. 5Soit A un auntom
Montrer que si A n'est pas pseundo-acy
En déduire que pour un langage régulier L infini,
n'importe quel automate émondé A acceptant L est un automate poéle.

Fin du sujet.




