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Mathématiques A MP 2023 (XLCR)

Pandou

26 avril 2023

1 Préliminaires

1. (a) Il a été admis que H est un sous-R-espace vectoriel de My (C). Soit 21, 29, 21, 25 € C, on a

/ / ! ==~/

Z1R21 — R22% —Z1%9 — 22
Z(z1,2)Z (2, 2) = o S
2921 + 2122 —2929 + 2127

/ _ / —_
= Z(zlz1 — 2229, 2221 + 2122)

Ainsi, H est stable par produit.
Soit A = (z1 _zQ), alors A* = ( 1 Z2> = Z(z1,—22). Donc, H est aussi stable par Z — Z*.

29 Z1 —z2 21
(b) Soit Z = Z(z1,22) € H, alors on fait le calcul :
Z7* = Z(zl,Zg)Z(Z,—ZQ)

= Z(|a1l* + |2[*0)
= (|Zl|2+|22‘2)E

Ainsi, tout élément non nul Z € H est inversible et

1

- N(2)

*

(¢) Soit Z(a,b) € H, on suppose que Z(a,b) commute avec tous les éléments de H. En particulier, elle
commute avec J et K. On a

{Z(a,b)J = JZ(@b) {Z(a,b)Z(O,l) —  Z(0,-1)Z(a,b)
Z(a,b)K = KZ(a,b) ZEg,b)Z)(O,i) :( Z()()J)Z(a,b)
Z(b,—a) = Z(b —a
— {Z(zb,z‘a) Z(ib,ia)

Ainsi, on en déduit d’une part que b = b et @ = a, autrement dit a,b € R. D’autre part, —b = b, d’out
b=0.
On en déduit que Z est de la forme aF pour a € R : Z € Ry.

Réciproquement, les matrices de cette forme commutent bien avec tous les éléments de H.
2.(a) On a
N(ZZNE = (ZZ')(ZZ")*
(Z2')(

I

N
N
N
8

Il
=
NN
=
N

=

Et donc, on a N(ZZ') = N(Z')N(Z) = N(Z)N(Z").
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(b) E € S de fagon immeédiate. Si Z,Z' € S,ona N(ZZ') = N(Z)N(Z') =1 et donc ZZ' € S.
Finalement, si Z € S, alors Z~! = Z* et un calcul rapide donne N(Z*) = N(Z), donc Z~! € S. Ainsi,
S est un sous-groupe de H*.

Soit A€ Ret Z € H*, on a N(AZ)E = (A\Z)(A\Z)* = A2N(Z)FE et donc N(\Z) = A\ N(Z). Ainsi, on a

1 1
N <N(Z)Z> = WN(Z) =1

Donc, #Z es.
VN(Z)
3. (a) On calcule
N@E+yl +zJ +tK) = N(Z(x—l—iy,—z—kit)g
|z + iyl + | — = +it|
S I SRS

(b) Soit U = 2l +yJ + 2K € H™, on a
U? = 2P+ 9?7+ 22K +ay(IJ + JI) 4+ 22(IK + KI) + y2(KJ + JK)
= —(2*+9y*+2)F
= —-N(U)E

Réciproquement, si U € U tel que U2 = —\E avec A < 0. On écrit U = zE + yI + zJ + tK de sorte que

=U

22E? + U? + 22U
(2> = N(U))E + 22U

U2

Ainsi, pour que U? puisse étre colinéaire a F, cela impose z = 0. Et donc, U € H™.
4. D’aprés 3a., Papplication v réalise une isométrie entre S et la sphére unité S® de R* qui est immédiatement
fermée comme image réciproque de {1} par la norme euclidienne canonique.
Pour la connexité par arcs, il suffit de montrer que la sphére unité S* est connexe par arcs. Soit u,v € S* qui
tu+ (1 -t

ne sont pas colinéaires, alors v:t € [0,1] — —F——
P vite DA — i

est un chemin entre v et u qui est bien défini

car tu + (1 — t)v # 0 pour tout ¢ € [0,1].
Si maintenant u et v sont colinéaires, on peut trouver w € S* non colinéaire & u (car R* est de dimension
> 2) et on passe de u & v en passant par w.

5. (a) On calcule
(U, V)E

N(U +V) = N(U) - N(V))E

1

5((U +V)2-U?-V?)
= —(UV+4+VU)

Ainsi, U et V sont orthogonaux si, et seulement si, UV + VU = 0.

DN | =

On a alors (UV)? =U(VU)V = —U(UV)V = —U?V?> = =N (U)N(V)E car U,V € H™ et donc d’aprés
3b., UV € H™.

Onécrit U =azyl +ypJ +2vK et V =zyvI + yyJ + 2y K de sorte que
UV = (zuys —yvav)K + (yuzv — zuyv)] + (zuzy — zvzv)d

Ty Ty YurRv —RUYV
De sorte que la matrice de (U, V,UV) dans la base (I, J,K) est | yu yv zury —Tuzv

U &2V TyuYv — Yuux
On développe par rapport a la derniére colonne :

(szeE()(U’ V,UV) = (yuzv — 2uyv)® + (zuzy —zuev)? + (zuyy —yvav)? =0



cpge-paradise.com

Remarque : Ce n’est pas au programme, mais on reconnait en fait dans UV les coordonnées du produit vectoriel u Av... Rappelons
que dans ]R37 on a l’expression suivante : det(u, v, w) = (u A v) - w, ce qui donnerait ici det (u, v, u A v) =|luA sz7 ce qui est bien
en accord avec ce qu’on a trouvé.

(b) D’aprés le calcul précédent, si (U, V,UV) est une base orthonormée, alors elle est directe, car son déter-
minant est > 0.
Reste a vérifier que UV L U et UV L V. Pour cela, on calcule :

UUV)+UVU=U?V-U*V=0 e VUV)FUVV)=-UV2+UV?=0

Ainsi, (U, V,UV) est une famille orthonormée et donc une base orthonormée directe de H'™ (car H™ est
de dimension 3.

2 Automorphismes de H et rotations
6. Soit (u1,v1), (ug,ve) € S et Z € H, alors
a(uy,vi) oa(ug,va) - Z = afug,vy)- (unggl)
u1u22v2_1v1_1

= (U1U2)Z(Ul’02)71
= aujug,v1v2) - Z

Ainsi, on a montré que « est un morphisme de groupes.

On a
Ker(a) = {(u,v) € S,VZ € H,uZv ™" = Z} = {(u,v) € S,VZ € H,uZ = Zv}

Soit (u,v) € Ker(w), en prenant Z = u, on trouve u = v. Ainsi, u commute avec tous les éléments de S,
donc, en renormalisant, avec tous les éléments de H. Ainsi, u € Ry et u € S, on a u = +1. La réciproque
étant immeédiate, on a

Ker(a) = {(1,1),(-1,-1)}

7. L’application « est continu par continuité de I'inverse matriciel et du produit matriciel. Soit (u,v) € S x .S,
on montre que a(u,v) est une isométrie. Soit Z € H, on calcule

N(a(u,v)-Z) = N@uZv™') = N(u)N(Z)N(v™') = N(Z)

car u,v € S. Ainsi, a(u,v) est une isométrie et donc a(u,v) € O(H).

On a vu S est connexe par arcs et S x S est connexe par arcs, donc par continuité, (S x S) est connexe par
arcs et contient I'identité.

Comme det est continu, det (a(S x S)) est une partie connexe de R* contenant 1 : ¢’est ]0, +oo[. Donc,
det (a(S x S)) > 0 et donc a(S x S) € SO(H).

8. (a) D’apreés ce qui a été dit a la question 3., Ry L H™, donc
N(u) = cos(0)*N(E) 4 sin(0)?N(v) = cos(d)? +sin(6)* = 1
On calcule
(cosE + sinfv) (cos OF — sinOv) = cos(0)*E — sin(0)*v* = cos(9)*E + sin(9)>N (v)E = E
Ainsi, l'inverse de u est bien cos(8)E — sin(6)v.
(b) On calcule, en utilisant les propriétés 2y = —yz (quand z,y € H™ sont orthogonaux) et 2> = —F :
C,(v) = wwu?

( cos OF + sin Gv)v gcos OF — sin 91))
= (cos(0)*E —sin(0)*v)v

= v



cpge-paradise.com

puis,
Cu(w) = wwu™!
= (cosfE + sinfv)w(cosE — sinv)
cos(#)?w — cos(6) sin(B)wv + sin() cos(f)vw — sin(8)*vwv
= (cos(9)* —sin(0)*)w + cos(0) sin(0) (vw — wo)
= cos(20)w + sin(20)vw
et enfin,

Culvw) = uwvwu™*

( cosE + sin 91}) vw( cosOF — sin 91})

cos(0)%vw + sin(6) cos(0)v*w — cos(f) sin(f)vwv — sin(h)?v3wv
(cos(6)* — sin(6)*)vw — 2sin(6) cos(#)w

= cos(20)vw — sin(20)w

ce qui donne finalement
1 0 0
Mat (y 1,00)Cu = | 0 cos(20) —sin(26)
0 sin(260)  cos(26)

9. Soit V € SO(H™) une rotation d’axe dirigée par v et d’angle 6, on définit de méme v comme dans la question

1 0 0

précédente. Alors, la rotation associée a la matrice | 0 cos(20) —sin(26) | écrite dans la base (v, w,vw)
0 sin(20) cos(20)

vérifie C,, = V.

Il est immédiat de vérifier que u — C\, est un morphisme de groupes et il est surjectif d’aprés ce qu’on

vient de dire.

Enfin, on a

Ker(C) = {u e S,VZ e H™ uZu™' = Z} = {u € S,VZ € H™, uZ = Zu}

Soit u € Ker(C), alors u commute avec tous les éléments de H'™ et donc de H, donc u € Ry et est unitaire,
donc u = £+1. La réciproque étant immédiate, on a

Ker(C) = {£1}

10. (a) Soit 7 € SO(H). On distingue deux cas :
e Sir(1) =1, alors r stabilise H"™ par orthogonalité et donc il existe v € S tel que rgm = C,. Alors,
on a

r = a(v,v)

e Sinon, on note (1) = p € S de sorte qu’on ait :

a(p.1) or(1) = a(p.1)-p=1

Par le point précédent, il existe alors v € S tel que a(p,1) or = a(v,v) et donc, on a

r = a(pv,v)
Ainsi, @ : S xS — SO(H) est surjective.

(b) S x {E} est un sous-groupe de S x S, donc son image directe par le morphisme « est un sous-groupe de
SO(H).
Soit n € N et g € SO(H), on écrit n = a(p,1) avec u € S. De plus, comme « est surjective, on peut
écrire g = a(u,v). Le reste est de ’écriture :

gng™ = a(u,v)a(p, Do(u™,v™") = a(upu™',1) € N

On a vu dans la question précédente qu’un élément de N stabilise H™ est y induit une rotation. On en
déduit déja que N est un sous-groupe strict de SO(H).

Enfin, en prenant une rotation non triviale, qui n’est pas un retournement de H'™, elle induit un élément
de SO(H) qui n’est pas +Id.
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11. Si f € Aut(H), alors (f ')z, = Idg, et que f~'(uv) = f~'(u)f"'(v), en effet

FF ) = wo = f(f7H (u)f~(v))

Enfin, Aut(H) est clairement stable par composition. Donc, Aut(H) est un sous-groupe de GL(H).
Si Z € Ry, alors Z commute avec u, donc a(u,u) - Z = Z et a(u,u)r, = Idg,. Enfin, si Z, Z’ € H, alors

alu,u) - (22" =w(ZZ ™ = (wZu N (uZ'u™) = (a(u,u) - Z)(a(u,u) - Z)

Et donc, a(u,u) € Aut(H).

12. Si U,V € H™ sont orthogonaux, alors f(U)f(V) + f(V)f(U) = f(UV + VU) = f(0) = 0, donc f pré-
serve I'orthogonalité. De méme, f préserve la norme : en effet, la relation f(U?) = f(U)? s’écrit d’une part
f(=N(U)E) et d’autre part —N(f(U))E.

Ainsi, (f(I), f(J), f(K)) est une base orthonormée de H"™. Il existe alors un signe e = +1 tel que (f(I), f(J),f(K))
est une base directe de H™.
Mais alors il existe u € S tel que

a(u,u) - I = f(I), a(u,u) - J = f(J) et a(u,u) - K =ef(K)
Mais alors, la relation f(I)f(J) = f(K) s’écrit
(a(u,u) - D(a(u,u) - J) = f(K) et (a(u,u) - I(a(u,u) - J) = a(u,u) - K =ef(K)

Donc, € = 1. Ainsi, (f(I),f(J), f(K)) est directe.

13. (a) 11 ’agit de montrer que I'application u € Aut(H) — ujgm € SO(H™) est un isomorphisme.
Déja elle est bien définie, en effet, on a vu a la question précédente qu’un automorphisme transforme une
base orthonormée directe en une base orthonormeée directe, donc uyim € SO(H™).
On a déja vu qu'il était surjectif a la question 8..
Enfin, si v induit lidentité sur H'™, alors, comme il induit I'identité déja sur Ry, on en déduit que u est
I'identité. Autrement dit, la restriction est injective. On a ainsi un isomorphisme de groupes

Aut(H) ~ SO(H™)

(b) Soit u un automorphisme de H, alors il existe v € S tel que ugim = a(v,v)gm, ces deux applications
coincident sur Ry, ainsi v = a(v,v).

3 Normes euclidiennes sur R?

14. (a) Soit A € K, on considére la norme subordonnée a la norme || - ||, ie ||A|| = sup ||Az||, prenons z unitaire
llzll=1
de sorte que |A|| = ||Az]|, alors on a || Al| < ||z||2 et donc K est borné.
Soit = € R?, on note f, : A — ||Az|| continue, alors f, ' ([0, [|z2]) est un fermé comme image réciproque
d’un fermé. Alors, K est fermé comme intersection de fermés.
Ainsi, K est un fermé borné, donc compact de My (R).

Soit A, B € K et A € [0, 1]. Soit « € R?, alors
[(AA+ (1= N)B)z|| < MAz| + (1 = N[|Bz| < Alzfl2 + (1= A)|lzlla = [|=[l2

Ainsi, AMA+ (1 — A\)B € K et donc K est convexe.
(b) L’application det est continue sur le compact K, ainsi elle réalise sa borne supérieure en un point de K.
15. Comme || - || et || - || sont équivalentes, il existe une constante C tel que || - || < C|| - ||2- Alors, la matrice

A= 51" est un élément de K, donc le déterminant est > 0. Ainsi, det(A) > 0.
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C étant compact, il existe © € C pour lequel ||Az| est maximal, on note a = ||Az|. Par hypothése, on a

«a < 1. Supposons par I’absurde que o < 1, alors —A € K. En effet, si z € C, on a
Q

1
HAx <1=|z|2
e
SiyeRQ\{O},x:ﬁECet donc, on a
Yli2

1 yll2
o] = 22 05 < o
e «

1 1 1
Et donc,ona —A € K et — > 1, donc det (A) > det(A), ce qui contredit la maximalité de det(A). Ainsi,
o «

!
Al = 1.
16. (a) On remarque que AB € K, en effet, | ABz|| < ||Bx||2 = ||x||2 car B est orthogonale.
r 0 r 0
Supposons par ’absurde que pour tout z, € C, ||AB (0 1) z-|| < 1, c’est-a-dire AB (O 1). Par
r r
convexité, on a
r 0
C.:=(1-r)AB 0 } +rAB e K
r
Or,
lI—=r)yr+r 0
det(Cy) = det(AB) 0 1—r = det(A)(2—r)(r? —r 4+ 1)
r

Une étude de la fonction 7 — (2 — 7)(r? — r + 1) montre qu’elle est strictement décroissante sur ]0, 1],
donc g(r) > g(1) =1, ie det(C,.) > det(A), ce qui contredit la maximalité de det(A).

b) Comme z, € C, on a déja y2 + 22 = 1. De plus
(b) : ja Y, + 2y plus,

2 2

r 0 r 0 , 22
1< ABOEIET < O}xr —ryr—i—r—;
r T 2
1—1r2 1—1r2 r? —rd r?
Cette inégalité s'écrit z2(r—2 — r? > >1,ie22> ———.Or,ona = = .
& 3 )+ R e r=2 —r2 1—r 1472
D’on l'inégalité
2
2
142
17. Soit (r,) une suite d’éléments de ]0,1[ qui converge vers 1. Alors la suite () oy st & valeurs dans le
compact C et donc, quitte & extraire, on suppose qu’elle converge vers z* € C. On passe a la limite dans
™ 0
l'inégalité 1 < ||AB 0 1 | 2, || pour obtenir 1 < [[ABz™|.
T'n
Mais d’autre part, |ABz*|| < ||Bx*||2 = ||z*||]2 = 1, donc en fait on a égalité :
|ABz*|| =1
.2 iz T'rQL N P * 1 * 2 N
De plus, 'inégalité z,, > 15,2 passe a la limite en 2" > > donc (e1, ") est une base de R* (ou e est le
T

n
premier vecteur de la base canonique). On considére z; = Be; = = et £o = Bz™, on a alors par construction :

[Azi[| =1=[lzalla et [|Az2f| = [AB2™[| = 1 = [lz2[ls

18. L’idée est de raisonner géométriquement en paramétrisant le cercle par l’exponentielle complexe qui permet
plutot de raisonner sur les angles, puis de raisonner par dichotomie sur les angles.
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b
e Soit T ={x € T,—z € T}. On montre que si a € T" et b € T avec a # +b, alors ﬁ cT.
a 2
—a—>b b b
En effet, on a —a € T et —a # £(-b), donc a ot € T et donc _atb eT.
lla+ 0l la + bl lla+ 0l

De plus, il existe a,b € T’ tels que a # +b. En effet, soit 2,y € T tels que x # +y, qui existent pas
-y
[z = yll2
a € T'. Et on prend pour b soit z, soit y. En effet, si on avait a € {£z, +y}, alors z = 4y, ce qui est
exclu. _
e On considére e : € R — 2™ < C. On note R = e~ }(T"). Dire que e(f) = +e(1)) revient a dire que

e¢¢+%z

hypothése sur T'. Soit a = € T et comme —a est aussi dans T’ par symétrie, on en déduit que

1 0
Sifec Retyce (T ave00¢w+§Z. On va montrer que v €R.

Comme () + e(4) 2cos(9;¢> e<9;¢>, on a m — te (W)

+ 9 : : e
€ R, sinon le signe est négatif, mais comme on a —

e(f) +e(¥)

Te(®) el <

Si le signe est positif, alors
er

e On fixe x € R un angle quelconque. On va construire deux suites d’angles (6x) et (15) d’éléments de R

1 1
telles que O < = < VUi, O & Y + §Z’ |0k — i < 2—k|00 — 1g| avec (0y) croissante et () décroissante.

et on en déduit que

On commence par choisir § € R quelconque et ¢» € e~ (T quelconque tel que 6 ¢ v + %Z. On sait que
0+ 0+
2 2
En particulier, il existe 6,0’ € R tels que 6 ¢ ' + %Z. Ceci reste vrai en prenant 6 et # modulo 1, on

peut alors trouver k,f € Z tels que 6y :== 0+ k < x < g =60 + L.

1 1
€ R. Si de plus, on avait €0+ 52, alors ¢ € 0 + §Z, ce qui n’est pas.

971 + w’l’b

Supposons que les deux suites (0;) et (¢) ont leur n premiers termes construits. Alors € Ret

1 1
n’est ni dans 6,, + §Z’ ni dans 9, + §Z.

2

pose Y1 = Py et Op 1 =

971 + wn <

0, +
,on pose 0,11 =0, et ¥, 1 = HT% Dans ’autre cas, 5 <7 < 1y, et on

On + thn 1 1

5 Dans les deux cas, on a |11 — Opt1| < §|1/Jn —0,] < W|¢O — 6]

1
et Opi1 <= < Upyr et Oppr & Ypgr + §Z et Ypp1 <Yy et Oy >0,

Sif, <z<

On a ainsi construit de suites d’angles (6x) et (¢x) avec les propriétés voulues, elles sont alors adjacentes,
donc convergent vers la méme limite. Et comme 0, < z < 9k, on en déduit que cette limite est z. On a
ainsi montré que R est dense dans R et donc par continuité et surjectivité de e, T est dense dans C et
comme T est fermé : T' = C.

19. Supposons qu’on ait une norme telle que pour tout z,y unitaire (pour cette norme), ||z +yl||* + ||z —y||*> > 4.

On prend A, x4, x2 des questions précédentes et T' = {z € C, || Az|| = 1}. Par construction via la question 17.,
T contient une base (y1,%2) de R? ot chaque y; est unitaire (pour la norme || - ||). Si a,b € T avec b # +a,
alors

[AGa+b)II* + [|A(a = b)[* > 4
et ||A(a £ 0)|| < |la £ b2, on a
A< [[A(a+b)II* + [|A(a = B)II* < fla+ b3 + [la — b]I3 = 4

+0b
On a donc en fait égalité partout, ie ||A(a £ b)|| = |la £ b||2 et donc HGTI)H € T. De plus, T est fermé.
a 2

Donc, par la question précédente, T = C, ie

Vo e, |Az| =1



cpge-paradise.com

ce qui implique en particulier que
Vo € R?, || Az|| = ||z

Comme A est inversible, on a ||z|| = [|A™ 2|2 et donc || - || est euclidienne qui vient du produit scalaire
(aly) = (A7 2, A7My).

4 Algebres valuées

20. (a) Soit x € A, par hypothése, il existe un polyndéme non nul P € R[X] tel que P(z) = 0. Ainsi, l'idéal
{P € R[X], P(x) = 0} est non réduit a 0 et est donc engendré par un unique polynoéme @ unitaire de
degré minimal. @ est irréductible, en effet sinon, un de ses facteurs annulerait x, ce qui n’est pas possible.
Ainsi, deg(Q) < 2, ie 2% € R+ Ru.

(b) Comme z ¢ R, on prend un polynéme de degré 2 irréductible tel que P(z) = 0. Son discriminant A < 0
admet alors une racine carrée (forme canonique d’un polynéome de degré 2) et donc —1 aussi, que 'on
note abusivement v/ —1. Alors a + bv/—1 € R + Rz —— a + ib € C est un isomorphisme d’algébres.

21. Comme A n’est pas isomorphe a R, on peut prendre x € A\ R et par le méme procédé que précédemment,
on trouve que 7% = —1.

22. (a) Soit z,y € A, on calcule :
T(xy) = iavyia = —(iazia)(iayia) = —T(x)T(y)
(b) Soit x € A, on a
TQ(:C) = iA(iAxiA)iA =T
Donc, T? = Id qui est une symétrie. Ainsi, on en déduit immédiatement que
A =Ker(T —1d) ® Ker(T +1d)
23. On a
Ker(T 4+ 1d) ={x € A igxia = —2x}

On al,iy € Ker(T +1d), de sorte que U C Ker(T + 1d).

Réciproquement, si x € Ker(T + 1d), alors iq4zi4 = —2 et en multipliant & gauche par i4, on remarque que
T commute avec i 4.

Fixons x non nul qui commute avec i4. En décomposant (i Am)2 de deux maniéres, on trouve via la question

20. :
a+bigr=c+dr < (bia—d)x=c—-0
—d
Comme U est un corps (isomorphe & C), b — iad est inversible dans U, donc z = Cb—d € U. Sauf dans
iA
le cas ott b = d = 0 et dans ce cas, (ia2)? = —2? € R, donc z? € R. Et donc, si 2 > 0, 2 € R, sinon,

x=2isv/—22€U.
Dans tous les cas, z € U et donc, on a montré que Ker(T +1d) C U. D’ou I’égalité par double inclusion :
Ker(T+1d)=U

Ainsi, comme A n’est pas isomorphe a C et que Ker(7T —Id) est de dimension 2, nécessairement, Ker(7 —Id)
ne peut étre réduit a 0..

24. (a) Soit « € Ker(T — Id), de sorte que
T(Bz) = =T(B)T(x) = =T(B)r = —px

Donc, Sz € Ker(T + 1d).

On a alors en prenant = 8 que 3% € Ker(T +1d) = U.

Par intégrité, x € Ker(T — Id) — Sz € Ker(T + 1d) est injectif. On en déduit que Ker(7T — Id) est de
dimension finie, de dimension 1 ou 2.
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25.

26.

27.

Si Ker(T' —1Id) était de dimension 1, alors on a T'(i4/5) = —T'(i4)T(5) = iaf, donc isf € Ker(T —1d) et
dong, il existe A € R tel que ig8 = A3, ce qui donne i4 = A € R, contradiction.

Ainsi, Ker(T — 1Id) est de dimension 2. Si y € SU, on écrit y = Bz avec x € U. On a alors

T(Bz) — Bz
-T(B)T(x) — Bz
= pr—pxr=0

D’ou linclusion U C Ker(T — Id) et par égalité de dimension, on a égalité Ker(T' —1Id) = gU.

(b) On a U N (R+RB) =R, et donc % € R. Si 42 > 0, alors on peut écrire 8 = +vy € R. Mais alors, 3 ne
peut pas anticommuter avec i4, donc 8 ¢ Ker(T +1d). On en déduit alors que 32 < 0.

T(y) —y

(c¢) Quitte & remplacer 8 par on suppose que 32 = —1. On considére alors (1,i4) une base de U et

s
(8,Bi4) qui est une base de SU = Ker(T — 1d), ainsi comme A = U @ SU, on a que (1,i4,03,i40) est
une base de A. On a

(iaB)? = (iaBia)B = B> = —1
et
iaB(iaB) = (iaB)* = -1

Ainsi, on considére le morphisme d’algébres A — H tel que
1— F, iga+— 1, B J et iaf— K
qui est alors un isomorphisme de R-algébres, car elle envoie une base sur une base. On en déduit que
A~H
en tant que R-algébres.

On en déduit que les seules R-algébres algébrique et sans diviseur de zéros sont isomorphes & R, C ou H.

Soit u,v € V, alors comme x et y commutent, u et v aussi et on a (u 4 v)? + (u — v)? = 4uv. On en déduit
donc par inégalité triangulaire et multiplicativité que :

Aflullllvll = 4lluv]l < u+ol* + u - v]|?

Ainsi, prenant u et v unitaires, on en déduit par le Théoréme A, || - || restreinte & V provient d’un produit
scalaire.

On applique le résultat précédent avec V = R1+ Rz. Soit y un vecteur non nul orthogonal unitaire & 1 dans
V de sorte qu’on puisse écrire = a + by. Afin de voir que 22 € R + Rz, on montre que y? = —1.

On a ||1+y|*> =||1 —y||* = 2 et donc par produit |1 —3?||* = 4 et donc (1,y*) = —1. L’angle entre 1 et 3>
dans le plan V est plat, donc y? = —1.

On a ainsi montré que A était algébrique. Reste & montrer que A est intégre : si xy = 0, alors ||zy| =
lz]lllyll = 0 et donc ||z|| ou ||y|]| = 0 et donc = ou y est nul. D’aprés le théoréme B, A est isomorphe & R, C
ou H.
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