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SESSION 2025 MP1M1

CONCOURS
COMMUN

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la pius grande importance @ le clarté, d la précision et a la concision de Ia réaaction
Si un candidat ast amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erraur d'énonce, il le signalera sur sa copie
et devra poursuvivre sa composition en expliquant les ralscns des Inftiatives qu'il & été amené a prenare.

RAPPEL DES CONSIGNES

. Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction do votra composition ; a'autres
coulsurs, excepté le vert, bieu clair ou turquoise, pouven! étre utilisées, mais exclusivement Dour les schémas
el la mise en évidence das rasultals

» Ne pas uliliser de correcteur,

« Ecriro lo mot FIN & la fin do votre composition.

Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de deux exercices et d'un probléme, tous indépendants.
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EXERCICE |

Q1. Sot une apglication /. |-1 1 —» R? declasse C'.
Justfier que 7'(]-1.1) esl une partie connexe par arcs de R?.

Q2. On considére I'application f : |-1,1 — R? définie par : |
(0,0) site]-10]
fity=4" 8] :
= t’sin;.t'cos; si telo
\ ’

On note pour tout (x, y)e R?, |(x, y), =34y,

a) Démontrer que f est dérivable en O puis sur lntervalle |-11.
Préciser le vecteur f'(f) pour tout f € ]-1.0] et pour tout t€ 10, 1.

b) Démontrerque vte |0,1, | £(t) |, > 1 etendéduire que r'(]-1.1) n'est pas connexe par
arcs de R?.
On pourra tracer la boule unité de R? pour la norme | |, et on acceptera un dessin
pertinent comme preuve.

EXERCICE Il

On pose pour tout (x.y)e RZ, f(x,y)-(2-x-yP 1 (1 xf-(1-2x-y}y

On se propose de déterminer le réel min zf( x.y) par deux méthodes différentes.
{xy)eR

Q3. Premiére méthode
Déterminer le seul point critque de Ia fonction f sur R?. Démontrer a 'aide d'une matrice
Hessienne que f admet en ce point un minimum local.

En admettant que ce minimum est global, donner Ia valeur du min _f(x,y).
(%, ¥y)eR

Q4. Deuxidme méthode
Sur l'espace vectoriel euclidien R?, on note le produit scalaire canonique par ( ' ) et sa

norme associée par |(x, y. z)| = ryi+ 2.

Onnote a=(2,11), u-=(112) v=(101) et F =vect{u,v}.
On note b e F le projeté orthogonal du vecteur a sur le sous-espace vectoriel F.
Juslifier que (a-blu)-(a—b v)=0 eten déduire le vecteur b

Déterminer la valeurde min _f(X, y)
(X, y)eR?
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PROBLEME
Autour du théoréme de comparaison avec une intégrale

Ds._ns ce p.robléme. On se prcpose de démontrer le théoréme de comparaison avec une intégrale,
puis de traiter des exemples et des applications. On terminera par deux contre-exemples

Partie | - Théoréme de comparaison avec une intégrale

Dans cette partie, f est une fonction continue, positive ot décroissante sur R,

n
n
On pose, pour loul entier naturel n, S, =Enk). 5 —I fit)dt el pour tout entier k non nul,
0
pprd
K
f, - I F(t)dt .
k-1

Q5. Preciser la monotonie des suites (S,) et (45 ) puis démontrer que pour tout entier k non nul,
k

Fik) < L_qlf(r]dt <f(k -1).

Q6. Deémontrer que pour tout entier nnonnul, S, -f(0)<J, < S, ,

Q7. Deémontrer enfin les deux résuitals ;

(1) festintégrable sur &, si et seulement si, la série Zf[n) converge.
(2) La série Z[ _[ Il - [(n) converge.
n>1 n-1 J

as8. Un exemple.

On pose pour o >0 et x & [2+x], 7(x)= s

¥
a) Etudier la monotonie de la fonction f, calculer j f(t)dt et en dadurre la nature de la séne
2

1
Z n(inn)*

n>2

i
n(lnn)z '

b) Dans le ¢cas oua=2, determiner en fonction de |ﬂ2. un ercadrement de Z
n=2

Q9. Une applcation.

n
1
On pose pour n entier naturel nonnul, T, = ZE ~Inn.
h=1
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b)

En utilisant le résulitat (2) de la question Q7., établir que la suite (7,) converge. On notera
y sa limite (constante d Euler).

n

Justifier que, au voisinage de - o, Z% =Inn +y+0(1) et en déduire un équivalent au
k=1

n
voisinage de +o de Z%

Q10. Une application sur une série de forctions.

On considére la série de fonctions " g, ol pour tout X ]0,+ [, g,(x) = ,,zf.a :

a)

b)

d)

n>1

Etudier la convergence normale de cette série de fonctions sur 0. + | .

On pose pour x fixé non nul, f(1)= o =

x?

1

n 2
Etablir que, pour n entier non nul, I rcmrsZr(x)SL f(t)dt.
k=1

En déduire que, pour tout x non nul, — - arctan - Zg,,(x 1< %

-l

Déterminer im ZQ, (x).

I-P"'mnz.‘

La série de fonctions zg,, converge-t-elle uniformément sur |0, + 0| ?

nxt

Partie Il - Contre-exemples

Q11. On pose pour x [~ =/, f(x) - [sin(2nx).

a)

b)

n+1

Calculer pour n entier naturel non nul, I f(ae .

T FIED |

On pourra remarquer que J

F(t)dt =I'

r n

n—' n
zf(r)dnj' (bt
2
On note | x | Ia partie entiére du réel x.
Etablir que pour x €[1, +, j1"|sin(_2nt)|dr 2 %qx]- 1.
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La fonction F est-elle inlégrable sur [l. + “'I 7 Que dire de la nalure de la série Z!(u} ?

nz

Q12. On se propose de construire un contre-exemple d'une fonction fcontinue, positive el intégrable
sur [1,+ x| telle que Zfln) diverge.

nz1
Pour tout entier n non nul, trcuver un réel a, de sorte que le tiangle de base [n-a,, n +8, ]
1

n,

et de hauteur 1 ait une aire égale &

Dessiner lallure d'une courbe de fonclion f définie el conlinue sur [1,+«<[ de la maniére

suivante : chaque enter naturel n non nul a pour image 1 et autour de chaque n (sur chaque
intervalle [n-a,, n+a,]) tracer lallure du triangle de base [n -a,,n+a,] et de hauteur 1.

Enfin, la fonction est nulle en dehors de tous les intervalles [n-a,, n+a,|.
Démontrer que cette fonction f fournit un contre-exemple.

FIN
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