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SESSION 2025 MP3M2

CONCOUIS
COMMUN

EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MP

MATHEMATIQUES 2

Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, & Ly précison 6t & 1y concon de s redacton
Si un candidat est amené & ropérer co qui poul lul somblor élre une erreur dénonct I e wgnaiens tur i cope
et devra poursuivre sa composition en expliquant los ralsons des initiati/es quil a €4 srect & prondee

RAPPEL DES CONSIGNES
« Utiliser uniquement un stylo noir ou blou foncéd non effagable pour la rédacton de wolrs Cormoniton | dautres

couleurs, exceplé le vert, bleu clair ou lurquoise, peuvent 6lre ULISEeS, M GaCl et por ies sohamas
et la mise en évidence des résullals.
« Ne pas utiliser de correcteur.

« Ecrire le mot FIN & la fin de volre composition.

Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé d'un exercice d'informatique du tronc commun, d'un exercice et d'un
probléme de mathématiques.
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EXERCICE 1

Hormis Q3 et Q4, les queslions de cel exercice sonlt indépendantes.

Dans cet exercice (informatique du tronc commun), les graphes ont leurs sommels numérotés a
partir de 0 et ils sont orientés. On les représente par un diclionnaire d'adjacence.

Par exemple, le graphe :

(a» \)-w( | /‘-»(': )
1 I/T .
O~y ) ()

est représenté par le dictionnaire :
d={0:([1,3],1:(2], 2:(4,5]),3:(4],4:(1],5:(]),6:I[2]}

Q1. Ecrire en langage Python une fonclion degreMax( d : dict ) -» int Qui regol en
entrée un dictionnaire d'adjacence représentant un graphe crenté el renvoe le degre
sortant maximal parmi tous les degrés sortants des sommets du graghe

Si G est un graphe orienté, on appelle graphe inverse de G la grapne possécant les mémes
sommets ainsi que les mémes arétes mais en sens inverse par rapport a celles ¢= G

Q2. Représenter le graphe inverse du graphe orienté donné en introducton.
Ecrire en langage Python une fonction grapheInv( d : dict ) -»> dict gu ramoe un
dictionnaire d'adjacence du graphe inverse du graphe représenta par ¢

On souhaite colorier notre graphe orienté. Les couleurs sont représentées par ¢as snters nature's
La coloration du graphe est modélisée par une liste L telle que L[s] est égae a a codeur
attribuée au sommet s. : = ' '

Deux sommets du graphe reliés par une aréte ne doivent pas étre de la méme couleur (coloration
du graphe valide).

Q3. Ecrire en langage Python une fonction
colorationValide( d : dict, L : list ) -> bool quirenvoie True sila coloration L

du graphe représenté par d eslt valide el False dans le cas contraire.

Q4. Donner la complexité dans le pire des cas de la fonclion précédente en fonction du nombre
N de sommets et du nombre M d'arétes. Justifier volre réponse.

On considére deux tabled : FILMS et LOCATIONS./La premiére contient des informations sur des

films et la seconde des informations.Sur
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La lnple FILMS contient les altributs suivants :
codelilm: code d'un film (entier), ¢lé primaire ;
nomfilm (chaine de caracléres).»

\
La table LOCATIONS conlient les allribuls suivants ;
- codecli : code du client (entier), clé primaire avec I'altribut codefilm ;

codefilm : code du film (entier), clé primaire avec I'altribut codecli ;
datedebut ; dale de début de |a location (chaine de caractéres) ;

- duree : durée de lalocalion (floltant),

Q5. Ecrire une requéle SQL permeltant de connailre la plus grande durée de location parmi
tous les films. N—e—

Q6. Ecrire une requéte SQL permeltant d'exlraire le code du film, le nom du film et la durée

et

moyenne de location des films qui ont élé en moyenne loués moins de 2 jours. Le resultat
doit étre classé dans l'ordre décrolssant des durées moyennes de location

EXERCICE 2

On définit une suite (£,)nen de R[X] en posant P, = 1, Py = X et pour tout enter naturel n
sz o 2X’,rnl - Pn-

Dans les questions suivantes, n et k sont des entiers naturels.

Q7. Donner le degré et le terme dominant de F,, en fonction de n.
Q8. Justifier que pour tout réel 0 :
P.(cos(8)) = cos(nb).

Pour P et Q dans R[X], on pose :
YP(O)Q(t
(0)Q( )dt

(P,Q) = .
-1 V1—¢*
Q9. Justifier la convergence de celte intégrale.

Q10. Démontrer que ( , ) est un produit scalaire sur Ry [X] (ensemble des polyndmes de R[X]
de degré inférieur ou égal a k).

Q11. Calculer pour n et m entiers nalurels, f"" cos(nd) cos(ma) deo.

Q12. Donner une base orthonormale de R, [X]
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PROBLEME - Matrices de rang 1

n est un entier naturel supérieur ou égal a 2,

On note M, (IR) I'ensemble des matrices réelles d'ordre n, M, () 'ensemble des matrices
colonnes réelles d'ordre n et M, ,(IR) 'ensemble des maltrices lignes réelles d'ordre n.

Partie | - Exemples

On suppose que .\, X,..,\, sont des variables aléatoires définies sur le méme espace

probabilisé, indépendantes el toutes de loi de Bernoulli de paramétre p < ]U.l[. On défint les

matrices aléatoires :

v\ X XX, XX, 0 o0 XX,
5 X,X, X? XX, o e X)X,
U=l i lameuxy’ =| DN X7 e XX,
\‘\"' -. - -'- -' » . rold
\d\"t\l '\n'\.‘ 4\"4\| e e 1‘,' /
/'“\ i
rd N ‘/

" Q13. OnposeY = rg(M). )
/
“Montrer que la variable aléatoire Y suit une loi de Bernoulli de parametrz 1 -11 - 7

Q14.

/ Q15.

Reconnaitre la loi de la variable aléatoire Tr(M).

Veérifier que M? = Tr(M)M et en déduire la probabilité de I'évenement « \f 23t une maincs

N de projection ».

Q16. Dans celte question, on suppose que X|, \,,.., .\, sont des vanables aleatores defnes

Q17.

Q18.

sur le méme espace probabilisé, indépendantes et toutes de loi de Posson de paramete
A>0. On définit la matrice aléatoire M comme ci-dessus Avec ces nouveles
hypothéses, calculer & nouveau la probabilité de I'événement « M est une matnce de
projection ».

On note | la matrice de M,,(IR) dont tous les coelficients sont égaux a 1. Donner son rang
el sa trace, puis la diagonaliser (on précisera une matrice de passage).

Donner (en le justifiant) une maltrice d'ordre 3 de
lrace.
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Partie Il - Résultats généraux

Dans celte partie, A désigne une malrice de M, (I?) de rang égal a 1.

Q19. On note ' € M, ,(IR) la premiére colonne non nulle de A. Démontrer qu'll existe une
matrice ligne L. € M, ,,(IR) non nulle telle que A = ( % L.

Q20. Calculer le réel I, X € et en déduire que A = Tr(A)A.

Q21. Déterminer le polyndme caractéristique de A ainsi que son polynéme minimal.

Q22. Etablir que :
A eatdingonalisable <> Tr(A) » 0.

On note désormais u I'endomorphisme de IR" canoniquement associé a A

Q23. On suppose que Im(u) N Ker(u) # (Ogn).
Justifier que Im(u) € Ker(u), puis qu'il existe une base de R™ cans Bausle u est

représenté par la matrice :
0 0 0
1 0 0 (0)
0 0 0

(0)
0

Q24. On suppose que Im(u) N Ker(u) = (Ogn}.
Démontrer qu'il existe une base de R" dans laquelle u est represenia par @ maince

a 0 0
0 0 0 (0)
0 0 0

(0)
0

ol a est un réel non nul.

Q25. Conclure que dans M, (IR) deux malrices de rang 1 sont semblables si et seulement si
elles ont la méme trace. —
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