cpge-paradise.com

CENTRALE PSI 2025 - Maths 1

Rothlingshofer Yanic

Contact : Pour toute remarque, suggestion ou signalement d’erreur : yrothlin-24@telecom-paris.fr.
Remarque : Ce document peut contenir des coquilles ou des inexactitudes (fautes de signes, inattentions,
etc.). Merci de ne pas tout prendre au pied de la lettre et de me faire part de vos retours (il a été rédigé juste
apres I’épreuve donc dans la précipitation). Ce document sert principalement & fournir des pistes qu’a prétendre
fournir une correction exacte (méme si j’'essaie d’étre le plus rigoureux possible).

Partie A. Construction d’une norme sur M,(R)

I. Etude de l’application N sur M, (R)

1. Soit X € R™ unitaire. La ligne ¢ du vecteur AX s’écrit :

(AX)l = Zam‘xj = <L“X>

Jj=1

D’apres Cauchy-Schwartz, on a :
(Li, X) < [|Li[[ X]) < M

Puis :

n n

jAx] = | Sax2 < | S M2 = My

i=1 i=1

2. D’apres la question précédente, pour tout A on a la quantité ||A|| qui est finie donc lapplication N
est bien définie sur M,,(R). On pose S! la sphére unité sur R”, on a N(A) = supycg: [|[AX]|. Notons
T= {H§7H | X € R"x}. En effet X # 0 équivaut & || X|| #0. Si Y € T, alors il est clair que ||[Y] =1 et

Y € 8! done T C oo. De plus, si X € S, alors || X]|| = 1 donc X/||X|| = X et X € T dou T = S et
donc N(A) = supycr [[AY]| = > xcrns ”AH%IH puis par homogénéité de X — || X|| sur R, on obtient le
résultat. (un peu bizarre comme question parce que ca parait vraiment trivial comme résultat)

3. On le fait brievement :
e Homogénéité : On utilise ’homogénéité de || - || sur R™ et 'homogénéité du sup (je sais pas si c’est
au programme).

e Séparabilité : si N(A) = 0, alors pour tout X # 0 (d’apres la question précédente) ||AX]||/|| X =0
or || X]| # 0 donc ||AX|| =0 et donc AX = 0 pour tout X # 0. On en déduit A = 0.

e Inégalité triangulaire : On utilise I'inégalité triangulaire de || - ||. [[(A + B)X|| = |[AX + BX|| <
|AX|| + | BX|| < N(A) + N(B) pour || X| =1 et en passant au sup sur S* on obtient le résultat.

4. Non, une matrice triangulaire supérieur avec que des 0 sur la diagonale vérifie S(M) = 0 car Sp(M) = {0}
mais elle n’est pas forcément nulle.

5. Notons ¢ = max; d;. On a pour X tel que || X| =1:
IAX|? =) 6faf < 8% X| = 67
i=1

donc ||AX]|| < 6 > 0 (on ne s’occupe pas du cas ot A = 0 qui n’a pas d’intérét) et donc N(A) < 4.
Puisque A est supposée non nulle, il existe i tel que 6 = |;,]. Ainsi en prenant le vecteur X;, qui n’a que

des 0 sauf 1 sur sa i§™° composante (et donc || X;, = 1]|), on obtient :

[AXo|| = 16i0| = 6
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D'ott N(A) = 6.

6. On sait que l'application X — ||AX]| est continue sur R™ car polynomiale en les composantes de X.
Comme S! est un compact (fermé borné), X ~ ||AX| est bornée et atteint ces bornes sur S'. En
particulier, il existe Xo € S* tel que pour tout X € St, ||AX| < ||AX,||. Ainsi par définition de N(A),
N(A) = supyes [[AX] = [[AXo|| = maxs: [[AX]].

7. Si X =0, OK. Sinon, on pose X = X/||X|. Puisque X € S', on a par définition (et d’aprés la question
précédente), ||AX|| < N(A). Puis on applique ’homogénéité de || - || et on fait passer le || X|| de 'autre
coté et on obtient le résultat.

8. Soit A, B € M,(R), soit X € R™ différent de 0. D’aprés Q7, on a :
[ABX)[| < N(A)[|BX| < N(A)N(B)||X]|
puis en divisant par || X||, on obtient :
|ABX| < N(A)N(B)

vraie pour tout X € R™ donc sur S! (car lorsque X parcourt R", X parcourt S ). Puis en passant au sup
sur S', on obtient le résultat.

9. 1l suffit d’appliquer Q7 & X = e; pour i € [1,n] puis de passer au max. En effet C; = Ae;.

10. On a pour X = (x1,29,23)7 € S : AX = 23(0,—1,1)T. Ainsi ||[AX|| = |x3]v/2. Or |23] < 1 donc
N(A) < V2. De plus, ||Aes|| = v/2 donc N(A) = /2 car N(A) correspond au max des ||AX || sur S'.

II. Cas particulier des matrices orthogonales et symétriques

11. Ona|UX|?=UX)TUX = XTUTUX = XTX = || X||?> = 1 sur 8! (car U est orthogonale : UTU = I,,).
Ainsi pour tout X, |[UX|| =1 done son sup vaut 1 et N(U) = 1.

12. Onapplique le méme raisonnement : pour tout X € S*,ona |[UAX|?> = (UAX)TUAX = (AX)TUTUAX =
(AX)TAX = ||AX]]? donc leurs sup son égaux sur St d’ott N(UA) = N(A).

13. Attention au sens, AU # UA. Puisque U est une matrice orthogonale, c’est une isométrie bijective (car
inversible). Ainsi lorsque X parcourt 8!, Y = UX parcourt S! également donc :

sup [[A(UX)| = sup [[AY|
XeSt YeSt

doit N(AU) = N(A).

14. Si A est symétrique réelle, d’apres le théoréme spectral il existe P € O,(R) et D € D,(R) tel que
A= PDPT. En appliquant Q12, on a N(A) = N(PDPT) = N(P(DPT)) = N(DPT) puis en appliquant
Q13, N(DPT) = N(D). Ainsi d’apres Q5, N(A) = N(D) = max; |A;| = p(A). (on appelle \; les éléments
diagonaux de D soit les valeurs propres de A).

15. Soit on calcule x4 soit on remarque que 4 est valeur propre associée a (1,1,1)7 et 1 est valeur propre
double associée a (1,—1,0)T et (1,0,—1)T. Donc d’aprés la question précédente, N(A) = p(A) = 4.

Partie B. Conditionnement d’une matrice pour la norme N

I. Quelques résultats sur le conditionnement

16. On applique Q8.

17. Sia €R*, (ad)™' =1 A71 Puis en appliquant ’homogénéité de N, on obtient cond(cA) = cond(A).

18. Omn a vu Q11 que N(U) =1 pour U € O,(R) donc cond(U) = 1. (On reprend le méme raisonnement que
Q11 pour montrer que N(UT) = 1 ou dit juste que UT est une isométrie donc préserve la norme de la
méme maniére que U).
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19. Onacond(UA) = N(UA)N((UA)~Y). En appliquant Q12, N(UA) = N(A) et N(UA)™1) = N(A7'U1) =
N(A7UT) = N(A™1) en appliquant Q13. Ainsi cond(U A) = cond(A). De la méme maniére, cond(AU) =
cond(A).

II. Un exemple de minoration du conditionnement d’une matrice
20. Onapourl<i<n-—1:
(AX)i = ai; X5 =) aij(=1)"72"
j=1 j=1
— 1(_1)717127171 4 2(_1)n7(z+1)2n7(z+1)
=0
puis pour i = n, (AX), = 1.

21. D’apreés ce qui précede X = ALE,, avec E,, € S! donc par définition, N(A~1) > || X|| or :

|1 X2 = zn: ((_1)n—k2n_k>2 _ zn:QQ(n—k) > 92(n—1)

k=1 k=1

donc || X| > 277! (il s’agit d’une somme de terme positif donc supérieur a chaque terme, en particulier
celui pour k = 1). D’ou le résultat.

22. On note Cj la j°™¢ colonne de A. On a :

AB;=C; = |AB| =Gyl = V212 =V5>2

On en déduit en particulier que N(A) > 2 par définition de N (A) puis en appliquant la question précédente,
on obtient le résultat.

Partie C. Conditionnement pour une matrice réelle inversible

23. On a vu Q14 que pour S symétrique réelle : N(S) = p(S) = |\n| = A (S € S (R)). De plus, soit X € St.
En écrivant X dans la base C, on a :

x= 3w
i=1
avec | X;| <1 car || X]|| =1 (facile & montrer par ’absurde). Puis :

SX = \X,V;
i=1
et par bilinéarité du produit scalaire :
(SX,X) =3 3 NXX; VIV = NX7 <A Y X7 =M X[2 =\,
i=1j=1 = i=1

=0;,;

car Xi2 >0et \; >0Dou :
[(SX, X)| <\

pour tout X € St or [(SV,,, V)| = An avec ||V,,|| = 1 donc V,, € St. Ainsi :
N(S)= X\, = Ir‘lsal,x|<SX,X)|

24. On a clairement AT A qui est symétrique réelle. De plus, on a pour X € R" : (ATAX, X) = (ATAX)TX =
(AX)T(AX) = ||[AX||?> > 0 donc AT A est bien dans S;F(R). Puis il vient d’aprés Q23 :

N(AT 4) = max [(AT AX, X)| = max | AX]?
Or les ||AX]|| sont positif donc on peut sortir le carré et on obtient :

N(ATA) = (n}ﬁx”AXH) = N(A)?
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25.

26.

27.

28.

D’apres Q5, on a N(ATA) = p(AT A) puis on applique la racine sur les quantités 0 < N(ATA) = N(A)2.

Ona ATA = PAATP~! avec P = A~ donc AT A et AAT sont semblables. Or deux matrices semblables
ont le méme polynoéme caractéristique donc les mémes valeurs propres.

D’apres Q25 :

cond(4) = N(A)N(A™) = \/p(AT A)/p((4AT) 1)

En effet N(A7Y) = /p((A"HTA-1) = /p((AAT)=1). Or comme p,, > 0, AAT est bien inversible et
les valeurs propres de (AAT)~! sont (1/pm,-..,1/uar) dont le max vaut p((AAT)™1) = u% Sachant

p(AT A) = par, on en déduit le résultat.

Si A € §F(R), alors Sp(A) C R% et en prenant toujours 0 < Ay < --- < A, ses valeurs propres, on a les
valeurs propres de AT A = A? qui sont les A?2. On en déduit alors :

AZ A
cond(4) = /5 =2

Partie D. Calcul explicite de conditionnement

29.

30.

31.

32.

T symétrique réelle donc diagonalisable dans une BON avec un spectre réel.

k ok
(TUy)1 = 2sin <n7;1) — sin (n: 1)

or sin(2z) = 2sin(x) cos(z). Ainsi :

On a:

w0 =2 (1= cosT) Ysin T =2 (1= eon-TE) ) 0y

On calcule de méme les (TUy),, et pour les (T'Uy); pour i € [2,n— 1], on applique sin(a+b) +sin(a —b) =
2sin(a) cos(b). Finalement on obtient que Uy est un vecteur propre associé a :

A =2 <1 COS(nTl))

On en déduit I'ensemble des valeurs propres qui est { A }ref1,n] car les Ay sont distincts. De plus :

(k+ m))

n+1

k
Met1 — A =2 (cos(nj:l) — cos(

M>ﬂ on a :

or cos(z) est strictement décroissante sur [0, 7] donc pour = W

(k+1)m km

1 ) < cos(——)

cos( i

d’olt Ay < Ag4+1 avec A; > 0. Puisque l’ensemble des A; est de cardinal n et qu'on sait que T est
diagonalisable, c’est bien I’ensemble des valeurs propres de 7T'.

On a question précédente que 0 < A1 < -+ < A, donc T € ST (R) puis d’apres Q28 :

An 1 — cos( 2
cond(T) = —= = #:1)

or cos(;7) = cos(("nill)ﬂ — ) = —cos(; Ay ) dou
1+ cos(2=
cond(T") = (";rl)
1 —cos(77)

Je pense que ce résultat est accepté mais on peut développé un petit peu encore sachant 1 + cos(z) =
2cos?(x/2) et 1 — cos(f) = 2sin?(z/2) :

cond(T') =
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(les deux derniéres formules trigo ne sont pas usuelles et pour les personnes qui ne les connaitraient pas par
coeur, cela ferait perdre un certain temps pour les retrouver si on est un peu maladroit dans les calculs,
surtout pour obtenir une formule qui n’a bas beaucoup plus d’intérét. Donc je pense que la premiere
formule est suffisante).

Partie E. Inégalité de Kantorovich

I. Une premiere démonstration

33.

34.

35.

36.

37.

Un peu nulle comme question parce que c’est le résultat de Q28 donc si on n’a pas réussi Q28 on perd
automatiquement une question et on est mal parti pour cette partie.

An

cond(A) = ™
1

Soit X € R™. On note (U, V)4 = (AU, V) qui est bien définit comme un produit scalaire sur R™ x R™. On
a alors d’apres C-S :
(U, VYA <{U,U)alV,V)a

En prenant U = A 'X et V=X, o0na:
(X, X)? = | X" < (X, A7 X){AX, X)
puis on conclut par symétrie du produit scalaire.

Si on calcule les racines de P, on trouve A; et A,. Ainsi P est du signe de sont coefficient dominant (ici
positif) sauf entre ses racines donc P est négatif sur [A1, A,]. Or puisque pour tout k, Ay € [A1, \,], on en
déduit le résultat.

Autre justification : P(X) = (X — A )(X — Ag) donc P(Ag) = (Mg — A1) (A — An) or Ay — A1 > 0 et
A — An < 0 pour tout k d’ou le résultat.

A est diagonalisable : A = PDPT et A=' = PD™'PT ot D! = Diag(1/A1,...,1/A\,) (\; > 0). Puis :
P(A) = P(D? — (A1 + A2)D + M A, I,) PT
d'ot :
B=PD 'P(D)PT

avec D1 P(D) diagonale donc B est diagonalisable. De plus ses valeurs propres sont iz = %);’“) < 0.

Ainsi Sp(B) € R_ donc VX € R", (BX, X) < 0. (pour le justifier on prend B = —B donc le spectre est
> 0 et on applique le cours puis on multiplie par —1 le tout).

Ona:

F(1) = (AX, X) + (—(M + A) X, X) + (M A A7 X, X)
(A=A + X)L+ A X X)

d’apres la question précédente. Puis f(0) = A\, (A71X, X) > 0 car M\, > 0 et (A71X, X) > 0 pour
tout X car SpA~! € R%. D’ou f(0)f(1) <0.
Notons que le discriminant du polynéme f(\) est :

A=A+ 0)HX* = 4 (AX, X)(AT1X, X))
Puisque f(0) > 0, on a deux cas possible :

e Soit f(1) =0.

e Soit f(1) < 0 et donc f admet une racine sur [0,1] d’apres le TVI (car f est continue en tant que
fonction polynomiale).

Dans les deux cas, f admet une racine réelle donc finalement son discriminant est > 0 d’ou :

(A1 + X)) 21X — 4 (AX, XH(ATIX, X)) >0




cpge-paradisa.co 2025 - Maths 1

38. On a vu Q34 la premiére inégalité : || X||* < (AX, X)(A71X, X). D’apreés la question précédente, on a :

1 (A +A)?
4 A,

2 2
(>\1 + )\n)Q ( >\1 + /\n )2 /\1 /\n 1
= = (/2 4+ = ——+ d(A
)\1 )\'n, \/X\/ An )\n )\1 COnd(A) con ( )

d’ou le résultat.

(AX, X)(A7'X,X) < X1

or :

I1. Une deuxiéme démonstration

39. Puisque X est unitaire, on a bien 0 < 27 < 1 donc P(Z = \;) € [0,1]. De plus, Z(Q) est dénombrable et :

P(Z(€)) =P (O(Z = Az)) = ip(z =X\i) = zn:x? =1
i=1

i=1 i=1
donc on définit bien une loi de probabilité.

40. Z(£2) est fini donc E(Z) est une somme fini qui est bien définie. Sinon, on peut remarquer que :

Z) =Y ANP(Z=X\)=> Nz} =(AX,X) <0
i=1

i=1
On a de méme 1/Z est d’espérance finie car 1/Z(Omega) est finie, puis par le théoréme de transfert :

n

"1
E(1/Z) = Z/\—P (Z=N\) Zy ATIX X)) <
i=1"" i=1 "

bien défini car \; > 0 pour tout i puisque A € S;7*(R).
41. 1l suffit de dire que Z ne prend comme valeur que les A; et pour A;, on a :
(A = AN = An) = A7 — (A1 + M)A+ MA, <0

d’otr :
MAn < (AL +F X))\ — A2

1

puis en multipliant par ﬁ >0,ona:

1 )\1+>\ -\

Ai A1,
ceci étant vrai pour tout ¢, on en déduit I'inégalité pour Z.

42. D’apres ce qui précede et puisque 'inégalité précédente est vraie presque surement, on applique la crois-

sance de l’espérance et :

1 (M +ME(Z) - E(2)?
E(Z)E(5) <

(2)E() = W

(car E(Z) = 0). On vérifie en développant le membre de droite fourni par ’énoncé que les deux expressions

sont bien égales.

1 AL+ A
43. Puisque W (E(Z) — %)2 >0,ona:
1 1 M+ Ao Ar+A2)? (A +A2)? A
E(Z)E(5) =— E(Z) - < X
(DE(5) =~ gy (E(2) - 22 g LBl (M ERE 1y

=1

En remplagant E(Z) = (AX, X) et E(%+) = (A7'X, X), on et ramené & la méme conclusion qu’a la question
38.




