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Préliminai
inaires )
A E te sur 'appren-
i uestions, et por . . .
L'épreuve est formée d'un probléme unique, constitué de it uhaite déterminer

) 4
2 ; ue ]’on SO
TQQn o § ; 3 3 5 AYeLs) rcgllher q
lissage automatique (ou machine learning) d'un langag

4 14 ivalence.
art : A A équiva
a partir de requétes d’appartenance et de requétes d'éq

; étendues. En analysant
Les applicati ) : tique d’un langage gt 4o ion et sa mi
¢s applications de 'apprentissage automatiq entre une spécification et sa mise ey
S 3

le modle appris, il est possible de détecter les divergence tomes matériels que logiciels : par
ceuvre ou entre différentes mises en ceuvre tant pour dcs. d r internet (ou botnets), logiciels
exemple, protocoles de cartes & puce, réseaux de zombies sU

. ions.
i ; ) es illustration .
Patrimoniaux (ou legacy software) pour ne citer qué qUGl(lllus Une question peut étre traitée
Le probléme est divisé en quatre sections reliées entre © i

j i tion

a condition d’avoir lu les définitions introduites jusque 1&'_ ‘DanS l(cl:tli)(;flm(lle)zzsez)’ nO(E:TOi)S,
nous établissons quelques prolégomenes. Dans la dcuxleme~ = rendre. Dans la troisiéme
intéressons & une relation d’équivalence induite par le laﬂga!?c_z}' apPD' s la quatrieme section
section (page 6), nous étudions un certain type d’arbre ok dre |
(page 8), nous construisons un automate reconnaissant le langag_e o a.ppl,'m.l -t“ 5 diffé

Dans tout Pénoncé, un méme identificateur écrit dans deux polices de Clc'lrdc er{'31:5 l'l -
désigne la méme entité mais du point de vue mathématique pour la' police en ita 1Quet(})ar
Eaxcmple n, T, §) ct du point de vue informatique pour celle en romain avec espacement fixe
par exemple n, t, delta).

Des rappels ,dc; extrazts du manuel de documentation de OCaml portant sur le module
List sont reproduits en annexe (page 10).

Travail attendu

'3 N . . . 2 [ . Ac p 1 i C 6T1
Pour répondre a une question, il est permis de réutiliser le résultat d’une question antérieure,

méme sans avoir réussi a établir ce résultat.

Il faudra coder des fonctions & I'aide du langag
en reprenant 'en-téte de fonctions fourni par le sujet, sans s’obliger & recopier la déclaration
des types. Il est permis d’utiliser la totalité du langage OCaml sauf indication contraire. I
est recommandé de s’en tenir aux fonctions les plus courantes afin de rester compréhensible.
Quand Iénoncé demande de coder une fonction, sauf demande explicite, il n’est pas nécessaire
de justifier que celle-ci est correcte ou de tester que des préconditions sont satisfaites.

Le baréme tient compte de la clarté et de la concision des programmes : il est attendu que
I’on choisisse des noms de variables intelligibles ou encore que I’on structure de longs codes :
par des blocs ou par des fonctions auxiliaires dont on décrit le role. '

¢ de programmation OCaml exclusivement,
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Eprewve d'informatique d'option MP 2025

1. Alphabets, mots et automates

inaire ¥ = {a,0} muni de Pordre
jon B* désigne I'ensemble des mots
La concaténation de deux mots

Dans Pensemble du sujet, nous fixons un alphabet b
alphabétique; la notation ¢ désigne le mot vide ; la notat
sur Palphabet ¥ muni de Pordre lexicographique induit.
w e N et ve X est notée uv.

Indication OCaml :  Nous adoptons les types suivants : '

et o ot ot
L. type letter = A | B
2, lt:yper word = letter list -

»

[11 - Eerire une fonction OCaml cop_letter (x1:letter) (x2:letter) : int dont la va-
lour do retour st nulle si los lettres 2, et g sont égales, est strictement ncgative si l.a lct.trc vl
préctde strictement la lettre 2y dans Pordre alphabétique et est strictement positive sinon.

(72  Eecrire une fonction OCaml cmp_word (wi:word) (w2:word) : int dont la val(,-l‘lr‘(lc
retour est nulle si les mots wy et wy sont égaux, est strictement négative si le mot wy p réctde
strictement le mot wy dans Pordre lexicographique et est strictement positive sinon. On
s'interdira Pusage de la fonction compare du module List et toute autre approche similaire.

18 Déerire une structure de données immuables qui implémente un dictionnaire dont les
clés sont des mots de £* et dont les valeurs sont d’un type quelconque. Il est attendu un nom
de structure classique, un type OCaml, une condition concernant I'ensemble des clés et un
invariant de bonne constitution.

Indication OCaml : Dans la suite du sujet, nous nous munissons d’'un module OCaml
WordMap et d’un type 'a wordmap qui implémentent des dictionnaires de clés de type word et
de valeurs d’un type quelconque *a. Nous disposons de la constante et des deux fonctions
sulvantes
WordMap. empty, de type ’a wordmap, qui désigne le dictionnaire vide.
WordMap.add, de type word -> ’a -> ’a wordmap -> 'a wordmap, telle que la valeur
i de retour de WordMap.add w v d est un dictionnaire contenant les associations du
dictionnaire d ainsi qu'une association supplémentaire entre la ¢lé w et la valeur v.
WordMap.find, de type word -> ’a wordmap -> ’a, telle que la valeur de retour de
WordMap.find w d est la valeur associée a la clé w dans le dictionnaire d.

[74 A titre d'exemple, déclarer deux valeurs OCaml delta_a ot delta_b, de type
word wordmap, et une valeur OCaml un_a, de type bool wordmap, égales aux dictionnaires
respectifs

0o o - B I = {faux,vrai}
dsi¢e = a : dpit e B & et Legysa &8 v faux
a = € a = a a vrai
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o
I'un automate fiy;

ns le sens €

[ h’.\.
s aptiquement ¢
stématid ‘
Sfinition 1 Le terme automale s'ent let ((?,110,5, p) ou
déterministe complet, lost-d-dire un ¢ e 1
8 ini d'états
Pensemble @ est un ensemble fini d'états
ticulier de () appe

oy Jée fon

x>0 app¢ : ; : ey

Q] st la fonction indicatrice d’une partie F de 0
e

(!ud Sy
luudrll})

16 1'état initial, 4
ction de transition,

I'état go est un élément par
‘ -~ P'application § est une application
1 . ) — {faux,vral

et 'application 1z
finals.

appelée ensemble des états ‘
¢ reconnu par l'automate

o le langag
iy te. On ne demande pas de

e franca
| langue fran¢ " e déno

05 - A titre d’exemple, décrire €l o fiore
A ol o nacl Tée
figuré ci-dessous puis énoncer une expression 02

justification.

O A ; ré a la question 5
; b i SRR ant l'automate figu )
6 - Dire s'il existe une expression réguliere admett

’ comime automate de Glushkov associé.

{ Indication OCaml : Dans ce sujet, 'ensemble des états des automates est SYSIFGm‘dtiQUement
choisi parmi les mots de X*. Typographiquement, nous co'nvextmns de souligner les mots
servant d’état dans ce sujet et adoptons les types OCaml suivants

&
3. type state = word

4 type automaton = { initial : state ; a
. transitions : state =2 letter -> state ;
6

finals : state -> bool } |

[0 7 - A titre d’exemple, définir une valeur OCaml automaton_example, de type automaton,
égale & automate figuré 4 la question 5.
On copiera et on complétera le code suivant :

let automaton_example =

1.

2, {initial = .... ;
| 3 transitions = ( fun q x -> WordMap.find q (..... )
? 4. By
i 5. finals = .....

f : 6 -}
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Définition :  Pour tout automate A = (Q, g, 4,15), pour tout éat g de Q) et pour tout
mot w de X*, nous notons 4*(q, w) I'état d'arrivée dans Pantomate A an tenine du parcours
démarrant en Uétat ¢ et suivant les transitions de A étiguetées par les lettres successives du
mot w. Ainsi, la fonction §* est une application Q) x X* ~» ) qui étend Vapplication 4.

(18 - Ecrire une fonction OCarnl delta star (a:automaton) (qistate) (wiword) : state
dont la valeur de retour est 0*(q, w).

(19 - Eerire une fonction OCaml accepts (azautomaton) (w:word) : bool dont la valenr
de retour est le booléen vrai si le mot w est reconnu par Iautomate A et le booléen faux sinon.
Il est demandé d'utiliser la fonction de la question précédente.

2. Relation de séparabilité par rapport a un langage

Il a été fixé, jusqu’a la fin de ce sujet, un certain langage régulier L © 7, que nous ne
connaissons pas mais que nous souhaitons apprendre. Autrement dit, notre objectif est de
produire en temps fini et efficacement un automate qui reconnait le langage L. Nous accédons
au langage L par Vintermédiaire d'un oracle qui répond 4 deux types de requétes :

— des requétes d’appartenance, prenant la forme de la question « le mot w € E° apparticnt-

il au langage fixé L7 »

et des requétes d’équivalence, prenant la forme de la question : « lautomate A reconnait-il

le langage fixé L7 ».
En cas de réponse négative & une requéte d’équivalence, l'oracle nous pourvoit d'un contre-
exemple ¢ € £* pour lequel 'automate A se trompe. Autrement dit, soit le mot ¢ appartient
au langage 4 apprendre [ mais n’est pas reconnu par I'antomate A, soit le mot ¢ n"appartient
pas au langage & apprendre L mais est reconnu par 'automate A.

Indication OCaml : L’oracle est empaqueté dans un module Oracle ainsi signé :

r
7.  type answer = Yes | Counterexample of word
8

9. val mem : word -> bool
10.  val equiv : automaton -> answer

J
et s'utilise avee la syntaxe Oracle.mem w pour une requéte d’appartenance ou Oracle.equiv a
pour une requéte d’équivalence,

Définition : Nous notons 1, : £* = {faux,vrai} la fonction indicatrice de tout langage
A C T*. Pour tout mot u € X%, 15(u) prend la valeur vrai si et seulement si le mot u
appartient au langage A.

Page 4 sur 10 Tournez Ia page S.V.P.
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e wnnt dits sépards par le mot U par
Définition : Deux mots quelconques uy € X7 ¢t 4 e 5* sont dits séparcs par p

rapport ¢ un langage A C X* si l'on a
1 (1,7) # 1a(120),

s que la concaténation uv
rtient pas au langage A

! ;
i autrement dit, si concaténation u v appartient au langage A tandi
not U est

| ! | ; Atandis
’ n’appartient pas au langage A ou si la concaténation v, 7 n'appa
tandis que la concaténation upv appartient au langage A. Nous disons alors que le s
un discriminant.
Indication OCaml : Typographiquement, nous convenons de surligner les mots servant de

joptant I'alias de type |

discriminant dans ce sujet et marquons le role de discriminant en &

e
11. type disc = word

) (v:disc) : bool

[110 - Ecrire une fonction OCaml separated_by (ul:word) (u2:word
rendre L par le

qui teste si les deux mots u; et uz sont séparés par rapport au langage a app

mot discriminant 7 .

Définitions : Deux mots quelconques u; € £* et ug € X sont dits séparables par rapport d
un langage A C ¥*, ou simplement séparables, s'il existe un discriminant qui les sépare. Ils
sont dits inséparables sinon. Nous notons u; = ug la relation d’inséparabilité par rapport au
langage A.

[J 11 - Montrer que la relation d’inséparabilité par rapport a un langage que
relation d’équivalence sur I'ensemble des mots X*.

lconque est une

Q, qo, 6, 1) un automate quelconque, L4 C X* le langage reconnu par

[J 12 - Soient A = (
). Montrer que les

lautomate A et (ug, us) € (£*)? deux mots tels que 5*(qo, u1) = 0" (qo, u2
mots u; et ug sont inséparables par rapport au langage La.
[ 13 - Citer un théoréme liant langages réguliers d'une part et langages reconnus par un
automate d’autre part. Déduire de la question 12 que le nombre de classes d’équivalences de
la relation d’inséparabilité par rapport au langage a apprendre L est fini, y

a
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3, Arbre discriminant

péfinition : Un arbre discriminant est un arbre de décision binaire, dont les sommets
s sont étiquetés par des discriminants et dont les feuilles sont étiquetées par des €

tats

jnfernt
Jistinets deux & deux,
[P 2 -
j2. type disctree = Node of disctree * disc * disctree
13, | Leaf of state
Vol E L N

La figure 1 présente un exemple d’arbre diseriminant Ty, dans lequel les trois sommets internes

sont figures par des cercles et les quatre feuilles par des rectangles.

abbho-

E

' 5

1 P
ae Db

bo-
L ]go

a aba be ¢

£ b

FIGURE 1 - Un exemple d’arbre discriminant : I'arbre Ty

[] 14 - Ecrire une fonction OCaml states_of_disctree (t:disctree) : state list dont
la valeur de retour est une liste des étiquettes des feuilles de 'arbre discriminant 7. Il est
attendu que la complexité en temps de states_of_disctree soit linéaire en le nombre de
feuilles et qu'on le justifie.

Par exemple, avec 'arbre discriminant T de la figure 1, la valeur states_of disctree t0
peut égaler la liste laa, a, €, b], la liste [E, a,aa, b] ou encore toute autre permutation.

Définition :  Cribler un mot u € £° 4 travers un arbre discriminant T pour un langage L

y % consiste & construire 'unique chemin sp — 8§y — -+ — Sk dans 'arbre T ol :
i — le sommet sp est la racine de T,
i § oy ®
— pour tout indice ¢ compris entre Oet k—1, le
sommet s; est un sommet interne et, en notant v; uvg € L
Pétiquette du sommet interne s;, si le mot conca- @ ]

téné uy; appartient au langage 3 apprendre _L_/, alors

le sommet si+; est le fils gauche de s;, sinon, le un ¢ L
sommet si4; est le fils droit de s;, ,
- le sommet sy est une feuille de I'arbre T A el
’
et renvoyer I'¢tat ¢ porté par la feuille s. L'état ¢ q lu) =q
. gappelle le criblat du mot u et est noté | ).
Tournez la page S.V.P.
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e - ! 2 ".
a apprendre [, est dénote par bex pr(.;:sltm:
discriminant To (figure ! Ko
que abbba appartient

ui est Vextrémite du chemin

bhbbbba n'appartient pas alLl.

Par exemple, en supposant que le langage

P i i - f, )
tgulicre abta, le criblat dw mot abbba par J'arbre gl
# — ga obtenu €n observan

|abbba| = aa, qui st Pextrémité du chemin £
N 3 " Ly = [§
i L. En revanche, le eriblat du mot abb est I'état [abbj a,

ot 4 L mais a
= — bbbba — a obtenu en observant que abb apparticnt & L mais

0115  Donner le criblat du mot ba pour Fexemple précédent.

(t:disctree) (u:word) : state dont la valeur de

116 - Ecrire une fonction OCaml zift
rs I'arbre discriminant T pour le langage L.

retour est le criblat 1] du mot u a trave

la fonction sift t uen
u, le nombre n de
] des longueurs

le coiit v(|A])

.

(] 17 - Déterminer la complexité en temps dans le pire des cas de
fonction de tout ou partie des grandeurs suivantes : la longueur [u] du mot
sommets de Parbre T, la hauteur h de I'arbre T, le maximuin M = max,ecr
des mots diseriminants de Uarbre T, le coit (|w]) d'un appel Oracle.ze= ¥,

d’un appel Oracle.equiv a.

[J 18 - Démontrer, en exhibant un discriminant, que deux mots de criblats distincts sont

toujours séparables,

(7 19 - Démontrer que deux mots inséparables ont les mémes criblats.

Définition : Nous disons qu’un arbre discriminant est accessible si, pour tout état w € X7,
apparaissant dans la liste des étiquettes des feuilles, le criblat {w] du mot w est I'état w.

(J 20 - Démontrer qu'il existe une constante dépendant uniquement du langage a apprendre
L, qui majore le nombre de fenilles d’un arbre discriminant accessible.

Définition : Nous disons qu’un arbre discriminant est démélant s'il comporte au moins un

sommet interne et si Pétiquette de la racine est le discriminant mot vide E.

[] 21 - Démontrer que si deux mots uy ct up € X* ont le méme criblat par rapport a un
arbre discriminant démélant, alors on a I'égalité 1.(uy) = 1(u2).

IR TR S A A
“
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N
4. Automate tiré d'un arbre discriminant

péfinitions 2 li\ous (l_lsons qu'un arbre discriminant T est un crible s'il est accessible,

démélant et si le .!llo_t’ \,ld“ £ {"?t un état qui apparait dans la liste des étiquettes des i
L automate associé d un crible T pour un langage L est I'automate A ainsi défini -

ats de A est V'ensemble des étiquettes des feuilles de T;

— Pétat initial de A est P'état ¢

__ I'ensemble des ét

y o —

" a fonction f!e trau51t{on associe I'état w et la lettre r a I'état |wz] obtenu en criblant
le mot wzx a travers I'arbre discriminant T pour le langage L

_ T'ensemble des états finals est |’

ensemble des mots w ol w est une étiquette d'une feuille
du sous-arbre gauche de T

Par exemple, ]l’au.to'mate associé au crible Ty de la figure 1 pour le langage dénoté par ab*a
est I'automate ainsi figuré

a,b

O 22 - Ecrire une fonction OCaml automaton of disctree (t:disctree) : automaton dont
la valeur de retour est I’automate associé au crible T.
On recopiera et on completera le code suivant :

7 r_1et-. automaton_of _disctree (t:disctree) : automaton = 3 I
8. { initial = :

9. transitions = :

10. finals =

11. }

0 23 - En supposant que le langage a apprendre L n’est ni le langage vide, ni le langage
plein £*, décrire une construction, a I'aide des fonctions Oracle.mem et Oracle.equiv, d'un
premier crible formé d'un seul sommet interne et de deux feuilles.

Dans les questions 24, 25 et 26, nous notons A = (Q, ¢, 8, 1) l'automate associé a un certain
- crible T" déja construit. Nous supposons que Oracle.equiv arenvoie Oracle.Counterexample c,
ou ¢ est le mot non vide ¢ = ¢yc; - - - ¢4—1 € E*. Nous nous proposons de construire un nouvean
crible 7 ayant un état de plus que le crible T'

Page 8 sur 10 Tournez la page S.V.P.
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| lo préfixe de e de

; = {1 """ Cy—
nous appelons le mot ¢ admette

-

Pour tout indice ¢ compris entre 0 et 9, 221 de sorte que
TONRUONE § 01 @) = 0pq€1 0 €y-1 Jo anflixe do longueura ’
la factorisation ¢ = e, Nous notons les élats

po = 0" (& m) € D)

= J e ¥t ol
=gl €d
S '=_,. —
ol posona encoro A e
; . = T* = it &~
Ty = picioy € 2 et Ii, .‘L‘ -

[ 24 - Démontrer que Pon a 15,(ry) # Le(Ty):
états pi et i sont égaux, les

| que les e .
pu,rt".ﬁ par le discriminant a;.

On admet qu'il existo un indice i compris entro 0 ety= Ite )
| sont s¢

Stats pig s et i sont distinets et, alors, les mots pic ot Pit

v p ate * state * disc
(725  Eerive uno fonetion OCaml split (t:disctree) (C'Wo?d)i | S)riuq petit des indices i
v S 1 ier 71 est b S b 8
dont la valour do retour est le triplet (l’j(’-'_,m_—lin“j) oi I'entier J st 1€
compris entre 0 ot 4 = 1 obtenu par la question 24,

L Wy . en substituant un arbre
On admet de la question 24 que larbre diseriminant 7" obtenu en s s
wille d’étiquette 1'ancien état pjyy et

constitué d'un sommet interne d*étiquetto a;, d'uno fe ille d’étiquette pj dans
d'une feuille d'étiquette un nouvel état pje; i place de la fenille d’étiquette pjyy dans

i 2 A " s < \ P B i ] }
"arbre diseriminant 7' jouit encore des propriétés do crible. Schématiquement,

daevient ou

AR YO 7’j~|: IL aj
_e —

Pitl| P Pi| Pt

[ 26 Lerire une fonction OCaml substitute (t:disctree) ((pp,p,s):state * state *
disc) : disctree ainsi spécifice

Précondition : Le triplet (pp,p, s) est la valeur de retour de la fonction split écrite A la
question 20,

Valeur de retour : Crible 7" décerit ci-dessus.

[] 27 - Concevoir un algorithme complet qui apprend un langage régulier a base de requétes
d'appartenance et de requétes d’équivalence en renvoyant un automate. Justifier sa terminaison

& Naide d’un variant de boucle.

[ 28 -~ Démontrer que lautomate construit & la question 27 posséde un nombre d’état
minimal parmi Uensemble des antomates qui reconnaissent le langage & apprendre.
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A. Annexe : aide a la programmation en OCaml

- 1T ‘S S by tratta : .
Nous reproduisons des extraits de la documentation OCaml.

Opérations sur les listes : Le module List offre les fonctions suivantes :
_ length : ’a list -> ing
Return the length (number of clements) of the given list.
_ append : ’a list -> ’a 1jst -> ’a list
append 10 11 appends 11 to 10. Same function as the infix operator @.
—— iter : (’a => unit) -> ’a list -> unit

iter £ [al; ...; an] applies function f in turn to [al; ...; anl. Itis equivalent to

f£fal; £a2; ... 5 Tan
— map : (’a => ’b) -> ’a list -> ’b list

map £ [al; ...; an] applies function f toat, ..., an, and builds the list £ ali .3 £ an)

with the results returned by f.
— fold_left : (Pacc -> ’a -> ’acc) -> ’acc -> ’a list -> 'acc

fold_left £ init [bl; ...; bnlisf (... (f (f init bl) b2) ...) bn.

— for_all : (a -> bool) -> ’a list -> bool

for_all f [al; ...; an] checks if all clements of the list satisfy the predicate £. That
is, it returns (f al) &k (f a2) & ... && (f an) for a non-empty list and true if the

list is empty.
_ exists : (’a -> bool) -> ’a list -> bool

exists £ [al; ...; an] checks if at least one element of the list satisfies the predicate
£. That is, it returns (£ a1) || (f a2) Il ... |l (f an) for a non-empty list and

false if the list is empty.
— mem : ’a -> ’a list —> bool

mem a set is true if and only if a is equal to an element of set.
— filter : (’a -> bool) -> ’a list -> ’a list

filter £ 1 returns all the clements of the list 1 that satisfy the predicate f. The order

of the elements in the input list is preserved.

‘D’aprés https://ocaml.org/manual/5. 1/api/List.html

FIN DE L'EPREUVE
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