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Matrices semblables & fet" ! I

s

\\“———».v, R i g e il

Notation Sfiniti
§ et définitions.  entiers naturels. Pour
ple de de taille 7 €t GL, le

—

o n:) te C le corps des nombres complexes;
neN, M, désigne l'algebre des matrices carrees

groupe des matrices complexes inversibles de taille 7-
ables 51

bl
On rappelle que deux matrices A et B de M,, sont setll
3P € GLy,

Pour toute matrice A € M, le polynome caractéri

XA = det(X]n - A)

Partie 1. Polynémes réciproques.

Soit p € N*. Un polynome P € C[X] de degré p est dit réciprod
Iégalité :
X) =X P—).
P(X) = X*P()

ue lorsqu’il satisfait

p
. 7 ’ . _ k X
1 > Soit P € C[X] de degré p. On écrit P = kgo aX"* , ol ag, ...a, sont des nombres
complexes, et ap # 0.

Montrer que P est réciproque si et seulement sj po ;
. ur tou
a DégalitéfIR="apumm . tentier k, 0 <k < p, on

=Op—f: |

2 > Soit P un polyndéme de degré p éerit soug forme factorisge p
isée P =

otl A1, . - -, Ad sont les racines complexes digti
e Ist]
plicites. netes de P et my,..

d
api[II(X =A™
-y Mg leurs multj-

Ecrire sous forme factorisée le Polynéme x PP(

L 2
progue alors pour tout entjey T e X) et demontrer que si P est réci
— I~

<d ),

avec la multiplicité m,,

est non ny]
et T est racine de p




.
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3 > Soit ¢ un polynome de degré p. On dit, e 9
: * W8t arif i des
l“f(l"lpfﬂ(ﬂ 1 g

que si ) est antiréeiproque, 1 est une racine o
.’) g | J y ‘ > "" ( (" (/ ¥ y
i réeiproque tel qiie Q) = (X — 1yp ¢ Gl ey
, Ve am

Montrer
gtant «

¢ polynome P con

Soit R un polynome non constant de C[X] ayant la propriété suivante -
1 g A
nulle et 1 est racine de R de méme multiplicité que 4

Toute racine @ de R est non

t des racines de 17 comptées avec ll;n“ltiplicités, ne peut
banlitba =t o'a i
égalité a = 1 n'a lieu

produi
remarquer que

4 > Démontrer que le
Jeurs 1 ou —1. On pourra

prendre que les va
que pour a = 1 ou—1.
e R est réciproque ou antiréciproque.

5 » En déduire qU

e 2. Le cas diagonalisable.

ant & GLq.
r det(zl, — A) en fonction de z, det A et

Parti

Soit A une matrice apparten
6 > Soit z un nombre réel non nul. Exprime
det(21, — A )

7 > On suppose dans cette question que A est semblable a son inverse. Préciser les

.} / . , . - ’ -

valeurs que peut prendre le déterminant de A, et en déduire que xa est soit rect-
proque, soit antiréciproque.

On suppose que le polynome caracté-

8 Soit B € M,, une matrice diagonalisable.
ristique de B est réciproque ou antiréciproque. Démontrer que B est inversible et

semblable a son inverse.

20
0 2
00

- O o

9 > Montrer que la matrice B =
(bien que sc . X —2 € oque
> son polynéme caractéristi
> caracteéristi 2 ? soit réci

On pour 92
1rra dé rminer
terminer les espaces propres de B e 1 valeur pro
s de ) e
€ 't B! pour la aleur propre 2.

0

O ) \ .

1 [0 est pas semblable a son inverse
1

2

Tournez la page S.V.P.
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tique ne suffit pas a caractériser
i

2 i / .
s . . 4 acteris caractériser
Ainsi, hors du cas diagonalisable, le polyndme car léme se propose de

\ . /- o (U T'Ob
les matrices semblables a leur inverse. La suite du p
ces matrices par une autre méthode.

{ Atries.
Partie 3. Produits de matrices de symetr

L4 % 1 — [ dE'
. e symétriesi f o f
On dit qu’un endomorphisme f d’un C-espace VeCtorlfiItEe:S;u;Z _—_y Iy
On dit qu’une matrice § ¢ M,, est une matrice de symétri

: Stri atrice produit
1@ > Démontrer que s S1 et Sy sont deux matrices de symétrie, la m P
A=35,85, est inversible et semblable & son inverse.

. 4y _1 éme
1% > Si une matrice A est up produit de deux matrices de symetries, en est-il de mém
de toute matrice semblable & A ?

Soit B et C deur matrices de
sutvante :

_( B o,
=5 &)

la matrice définie par blocs

12 > Soit .S; la matrice par blocs

nditiong reliant
soient des matrices g —— ' P,Q pour que leg Matrices g et S.
2=54
13 Ep déduire
que sj (' egt semh ~
de Symétrieg able 4 el alorg




ép’géiparammw La matrice J,(\).

14 > Soit F un C-espace vectoriel de dimension M Soit g gy ¢

Ndomyp
- Phisme,
que ¢" =0 et g" 1 +0. Sthe (g I to
Démontrer qu'il existe une base de £ dans laquelle |, Matrice de g oy gy

¢ \ D AN a:t, . ‘
cl-apres : tice )

(e L0 14

0. Oiks 1 :

N =fofieon sl ot
: P
% 4 0

Autrement dit : N = (n;;),<; j<, avec Nig=1s8lj=10+1¢t Mij = 0 sinop,

15 > Pour tout A € C non nul, on pose Jn(A) = AT, + N,

Démontrer que J,()\) est inversible et déterminer en fo

nction de N et de X la
matrice N’ telle que J, ()~ = I+ N

16 > Calculer (N')" et en déduire que Jn(A)! est semblable 3 In(3)-

Pour tout polynéme P = P(X) € Cp_1]X] on pose

51(P) = P(-X),
59(P) = P(1- X),
g(P) = P(X 4+ 1)~ P(X).

On définit ainsi trois endomorphismes de | ‘espace vectoriel C,_,[X] (il n'est pas
demandé de le prouver).

17 > Calculer 2 | 53 et exprimer s, o sz en fonction de g et Idg, ,x).

y x an fonction
18 &> Soit P un polynéme non constant. Exprimer le degré du polyndme g(P) en fonc
du degré de p.

i+ de deux
6dui : - - 1) ec oduit de ¢
19 © Déduire des questions précédentes que la matrice Jn(1) est un prc

matrices de symétries.

\P.
Tournez Ia page S+
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- ppurrait démontrer par le méme type de raisonnement, et on l'admet, que la
matrice J;,(~1) est un produit de deux matrices de symétries.

Partie 5. Une caractérisation des matrices semblables a
leur inverse.

Soit A une matrice de GL,, semblable & son inverse. On admet le résultat suivant :

A est semblable a une matrice diagonale par blocs de la forme

JuO) 0 ... 0
A = 0 an(’\Q) ‘ :

: # 0

0 o0 T (W)

ot les \; sont les valeurs propres de A (pas nécessairement distinctes) et T ainsi que
lesn;, 1 <i<r, des entiers naturels non nuls.

De plus la matrice A" est unique a Uordre prés des blocs.

Julz)y 0 0
Ty -3,
20 > Démontrer que A1 est semblable a O J"Z(/\a) )
: T -, 0
0 e 0 Jnr(,\%)

21 > En utilisant les résultats établis dans les parties précédentes, démontrer que A est
un produit de deux matrices de symétries.

Fin du probléme
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