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Inégalité de Holder

1. Si 2 = 0 ou y = 0, 'inégalité est immédiate. Supposons que z > 0 et y > 0. On a par concavité du logarithme (puisque
1,1
“4==1):
p ' q

Alors, par croissance de I’exponentielle, on a :

P q 1 1
% + % > exp(p In(z?) + qln(yq)> = exp(In(z) + In(y)) = exp(In(zy))
D’ou :
ya
xy < <= —|— —
p q

2. Supposons que E[X?] = E[Y?] = 1. Alors, par le théoréme de transfert, on a :

E[XY] = > P(X =2,V =y)
(z,y) EX(Q)XY(Q)
= Z Z 2yP(X =2,Y =y)
z€X () yeY ()

= Z Z 2yP(X = 2)P(Y =vy) (car X et Y sont indépendantes)
TEX (D) yeY (Q)

Z Z ( » ) (X =2)P(Y =y) (par la question
)

z€X(Q) yeY (Q

IN

Orona:

ooy )(3; + yqq)IP(X = 2)P(Y =)

TEX(Q) yeY (Q

Y
> Yo Py =y) | SP(X=2)+ Y Y P(X=2)| ZP(Y =y)
X yeY (Q) yeY (Q) \zeX(Q) 4
=1 =1
1 1
== Y WFPX=2)+- Y yPY =y
p zeX () 4 yeyY ()
1 1
EE[X Pl 4+ IE[Y‘]} (par le théoreme de transfert)
1 1
= -4+ -
P q
=1

D’ou finalement :
EXY] <1 (1)

Dans le cas général, si X =0 ou Y = 0, l'inégalité est immédiate. Si X # 0 et Y #£ 0, alors on a :
E[XP]#£0 et E[YI#0

Posons : 1 1
X =—— X et Y i=—— Y

(BLx7])? (E[Y])

Q=
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Ainsi on a
E[X?]=E[Y"] =1

par linéarité de ’espérance. Donc, par I’équation , il vient :

E[X'Y'<1
Or on a : 1 )
EX'Y'] = T T E[XY]
(BlX7))" (B[ya)”
D’ou :

=
Q=

E[XY] < (E[X?))? (E[YY])

3. Dans les cas p = 2, ¢ = 2, on retrouve ‘ I'inégalité de Cauchy-Schwarz ‘ pour les variables aléatoires positives. Pour la démontrer

de maniére directe, considérons la fonction f définie par :
VteR, f(t):= E[(X + tyﬂ

Ona:
VtER, f(t):=E[X?+2tXY +¢*Y?] = E[X?] 4+ 2tE[XY] + ’E[Y?]

Donc f est polynomiale en t de degré 2 et positive sur R. Donc son discriminant associé est négatif, i.e. :
A(E[XY])* —4E[X?]E[Y?] <0 < (E[XY])” < E[X?]E[Y?]

Donc, comme E[XY] >0 car X,Y >0, on a :

E[XY] < (B[X?))* (B[y?))*

4. On a :
2\ X1, =,
Vt € R, ) =N — ot ch(t)=Y ——2"
op(3) =2 gt e 4= Gy
Oron a :
2n
VneN, nl2" <n! H k = (2n)!
k=n-+1
=1 si n=0
D’ou : ] )
VteRVneN, ——t< 2
(2n)! 2nn!
Ainsi :

2
VteR, ch(t) < exp(z;)

5. Puisque les (X;), ,,, sont indépendantes et comme la fonction  — exp(tc;x) est continue pour tout ¢ € [1;n], il en est de
méme pour les (exp(tc; X;)) . Donc on a :

1<i<n
n
exp (t Z ciXi>
i=1

Or, par le théoréme de transfert, on a pour tout i € [1;n] :

n

H exp(th-Xi)} = H E[GXP(tCiXi)]
i=1

=1

E =E

Elexp(tc;X;)] = " P(X; = 1) + e "“P(X; = —1) = +

Donc par la question 4.} on a pour tout ¢ € [1;n] :

t2c?
E[exp(tc; X;)] < exp <21>
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Et d’ou :

n

H E [exp (te; X

i=1
Ainsi :

n

>

=1

2,2
toc;

2

i) ol

E exp(thz-XZ)} < exp <2
i=1

n

2
¢

=1

)

6. Si z =0, on a trivialement :

P1>1)=0<2=1x1

Siz>0,ona:

n

Z CiXi

=1

exp <x

>>e“” —

n
— ZciXi >t ou

i=

— exp(

ie. :

D’ou :

Et

Mais, par la question on a :

E

Finalement, on a :

n

Z@Xi

i=1

(car & #0)
— Z c;X; >t
i=1
XZ-) > e ou exp(—quXJ > el®
i=1

} y {p<_zx> > }

1

n
SCECZ'

i=1

> el | <e K |exp (-tZCin)]
L i=1
X || <exp| — c;
i=1 "\2 i=1

7. Comme (c1,...,¢,) #0, on a Zcf > 0. Posons :

=1

Jules PIRONY
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Sit = 0, I'inégalité est immédiate. Si ¢ > 0, on a x > 0 et donc :

1 n
exp (m ) > el — ZciXi
i i=1

> ciXi
i=1
]P’( ZciXi > t) = P(exp(x ZciXi ) > et”:)
i=1 i=1
2 2 2 2
> et | < 2e ™ exp “r = 2exp r_r = 2exp _z
2 2¢ ¢ 2c

>t) <2exp|—— | ou c= c?
2c =

>t

Or, par la question [6., on a :

P (exp <x i ¢ X;
i=1

i

Inégalités de Khintchine

Donc :

Z Cin'

=1

8. Puisque X est finie, Fix est & support borné. Donc, comme p > 1, la fonction t — P~ Fx (t) est bien définie sur R*, continue
par morceaux et a support borné. Donc :

+oo
/ tP~1Fx(t)dt est finie, i.e. elle converge.
0

Comme X () est supposé fini, posons X (2) = {tl, .. ,tm} avec m € N* et t] <tg < -+ <tp.

Si m =1 alors I'inégalité est triviale (par le théoréme de transfert) :

t1 +oo
E[XP] =t} = p/ tr~tdt = p/ P~ Fx (t) dt
0 0

Sim > 2, on a donc pour tout i € [1;m — 1] :

Ve [tistinl, Fx(t) =P(X >t)=P(X >t;) = > PX =1)
k=i+1
Ainsi que :
Vee 0561, Fx(t)=1= Z]P(X = 1) et  Vte€ [ty ;+oo[, Fx(t)=0
k=1
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= Z (7 — t)P(X = ty)

Ainsi, par le théoréme de transfert, il vient que :

—+oo
E[X?] :p/ P~ Eyx (1) dt
0

Notation : Jusqu’a la fin de cette partie, on va systématiquement poser :

n
E ¢ X
i=1

Y =

9. La fonction t — ¢ exp(—%) est continue positive sur [0;+oo[. De plus, par croissance comparée, on a :

e e = 0 1
xp 2 7t~>+oc t2

2

t
Et par critére de Riemann, ¢ — 7 est intégrable sur [1;+oo[. Donc |t — t3 exp (—2> est intégrable sur [0;4o00].

Puisque les (X;),;-,, suivent toutes une loi de Rademacher, par construction Y est positive et finie. Donc, par la question

[B] on a:

E[Y] = 4/O+oo t3Fy(t)dt

n
Or, comme g cf =1, par la question on a :

=1

Fy(t):IP<

n
E ciX;
i=1

t2
t] <2 -
> < exp( 2)
n . +o0o t2
E ZciXi < 8/ 3 exp<2> dt
i=1 0

n 2 n
Y2 = (Z chz> = Z C?Xf + 2 Z CiCjXZ‘Xj
=1 i=1

1<i<j<n

D’ou :

10. On a:

Comme les (X;),;<,, sont indépendantes, on a donc :

E[Y?] = zn:cfE[Xf] +2 Z cic; E[X,]E[X;]

i=1 1<i<j<n

Les (X;);<;<, suivant toutes une loi de Rademacher, on a pour tout i € [1;n] :
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o par définition :

e par le théoréme de transfert :

E[X?] = (-1)’P(X = -1) + (1)* - P(X; = 1) = % + % =1
D’ou : :
By =3
i—1

11. Y étant finie positive, par la question 8. on a :

+oo
E[Y?] = p/ tPTIP(Y > t) dt
0

n
Supposons que Z ¢? = 1. Alors on a par la question :

i=1
+oo t2
0<E[Y?] < Qp/ tP~Lexp (—5) dt
0
Et d’ou : .
1 +oo t2 P
(E[Y?])r < <2p/ Pt exp(—§> dt)
0
Posons :

“+oo t2 %
Bp = (2p/ tP1 exp<—5> dt) >0
0

Remarque : En effectuant le changement de variable ¢ = +/2z, licite sur R* (la fonction x —— +/2x est strictement
croissante et C!-bijective de R* — R*), on obtient que :

2 /%rpl ( ﬂ)df 2 /+x(2 )T e da = 22" /m 572 4y = p2ir (2
D P~ exp| —— t=2p z) 2 e dr =2p2 2 T Z e T = p22 <7>
Jo 2 Jo V2 Jo 2

On a alors :

S0

i)

On a donc :

(E[Y?))’ <8, 2)

Dans le cas général, si Y = 0, I'inégalité est immédiate. Si Y # 0, alors on a par la question [10.]:

n

> @ =E[Y?] #0

=1

Jules PIRONY 7 jules.pirony@orange.fr
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Posons :
C::;C? et Y= ;c;Xi ou Vi€ [1;n], c’i:%
Alors on a :
n 1 n
SN
=1 i=1
Et donc, par I’équation , il vient :
(E[Y?])” < 8,
Or, par la question on a:
1 1 1 1
(E[Y?])r = —=(E[Y7])" = - (E[Y?))
ve (EDY2))*
D’ou finalement : , .
(E[Y?])” < B, (BE[Y?])?
ie. :
e TS
E Z CZ‘XZ‘ S ﬁp E (Z ClXZ>
i=1 i=1
12. Si p = 2, alors I'inégalité est immédiate. Si p > 2, on a :
1 1 -2
221 et LZl ainsi que 5—1—7:7—1—107:1
2 p—2 5 p—2 p p
Posons : L
1 si Y#O
Z = Laupp(v) = Ly 0y = {0 i Y =0
Alors Y2 et Z sont positives, et par la question E on a :
P 2 P 17;);2 2
0<E[Y?] =E[v?z] < (B|[(v?)f])" (B[272]) 7 = (BIY?)"
=1
D’ou : . .
(B[?))? < (E[y7)?
ie. :
n 2 2 n Pl \P
E <Z cin> <|E ZciXi
i=1 i=1
13. On a: Lo 1o ) _
- p
—=—4 — —=|-==10 1=({--1) << 0§=—
2 4 4 (p 4) (p ) 4—p
1 o . 1 6 1-96
Et ;25 € [3:1[ €]0;1[. Donc il existe bien |6 € ]0;1] tel que 5= + -
p
14. Il vient donc que :
P 2 o 1 1 6 1-—96
%21 et ﬂzl ainsi que %4—%:2 ;—FT =1

Comme Y2 et Y2729 sont positives, on a par la question [2.:
20 1-6
2

B[y?] = B[yy> ) < ([0)#] ) (lo>)]) " = @ne)? @)

ie. :

26 1

n Pl\» n 1\ 2
=1 =1

n 2
E (ZciXZ) <|E
i=1
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15. Ainsi, par suite, on a : e
(E[Y?])* < (BY?)7 (E[(Y")])™

Supposons que Z cf = 1. Alors on a par la question :
1=1
(E[Y?])*" = 1= (E[v?])*

D’ou :
1 1—6

(]E[Y2])§ < (IE[YP])% (]E[(YAL)])T

Et par la question [0 il vient donc que :

e = e (s [ o))"
D’ou : . =0

(8 /O+°° 3 exp(—?) dt)49 ) (E[YQ])% < (E[YP])%
Posons :

400 +2 %
ap = (8/ t3 exp <—3> dt) >0
0

Remarque : En effectuant le changement de variable ¢ = +/2z, licite sur R* (la fonction = —— +/2x est strictement
croissante et C'-bijective de R* — R*), on obtient que :

+oo 5 t2 00 ( ) 1 ~+00 ( )
8 / t exp(') dt =8 / 2x)2e™" dx =16 / xe  Tdx =16I'(2) = 16
Jo 2 JOo vV 2x Jo

e

D’autre part, on a par la question

1*9: 17451} :4721)71,1
46 % 4p p 2
Donc :
400 . t2 11;99 1—6 1 1 16%
(8 / 13 exp () dt) =167 =162 =
Jo 2 !
On alors :
N 4
Oy =
T

On a donc :

a,(E[Y?))* < (E[Y7])? 3)

Dans le cas général, si Y = 0, I'inégalité est immédiate. Si Y # 0, alors on a par la question [10.]:

n
> =By #£0
i=1
Posons :
c::ch2 et Y = ZCQX,» ou Vie[l;n], C{i:&
=1 i=1 Ve

Jules PIRONY 9 jules.pirony@orange.fr
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Alors on a :

Et donc, par I’équation , il vient :

& (E[y?])! < (E[Y7))?
Or : 1 1 1 1 1 1
(B[y”])* = —=EB[*])* et (BY7])” = e B

D’ou finalement : ) )

& (B[Y?])* < (B[Y?])»

ap | E <i ciXZ) <|E iC’X’
=1 =1
16. Posons :

1 si p>2
Alors a, > 0 et par les questions [T2] et on obtient :

Q i 1< 2
ap::{ap si 1<p<

ap(E[Y?])? < (E[¥?))?

ie. :

==

1
2 P

n 2
ap E <Z CiXi> < E
i=1

Remarque : On peut aussi poser :

o = min ( 1, u,,)

Bilan : On a donc montré que, pour p € [1;4o00] et n € N*, il existe des réels oy, 8, > 0 tel que pour toute suite (X;); -, -,

de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Rademacher et pour tout (¢1,...,¢,) € R™, on a :

Qyp <

n
E C/;,Xi
i=1

n
E (J,)(7
i=1

< Bp
p

n
E Cj,X/L'
i=1

2 2

Une premiére conséquence

17. Soient X,Y,Z € L°(Q) et \,p € R. On a :

e ¥ est symétrique :

P(X,Y) =E[XY] = E[YX] = #(Y, X)

e ¥ est linéaire a gauche :

PAX + 1Y, Z) =E[(AX + pY)Z] = E]AXZ + pY Z] = AE[X Z] + pE[Y Z] = AP(X, Z) + pP(Y, Z)

et a droite, puisque symétrique.

Jules PIRONY 10 jules.pirony@orange.fr
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18.

19.

e ¥ est définie :

D=

PX,X)=0 < (E[X?])?=0 <= X =0 (car || - ||2 est une norme)

o ¥ est positive :
P(X,X)=E[X? >0

Donc ¥ est une forme bilinéaire symétrique définie positive, i.e. ‘ ¢ est un produit scalaire sur L°(€2).

Soit u € R™). Donc il existe N € N tel que :
Yn>N, u,=0

D'ou :
“+oo N
P(u) = ZuiXi = ZuiXi
i=0 i=0

Puisque pour tout i € [1;N], X; € L°(Q), on a :

N
Y(w) =Y uX; € L°(Q)
1=0

Ainsi, on a bien Z/J(R(N)) C L°(Q).

Soient u, v € RM™ . Donc il existe N, € N et N, € N tels que :

VYn > Ny, tun, =0 et Vn > Ny, v, =0

D’ou
N, N, N, N,
@(¢(u)7¢(v)) =E Z ZuinXin = Z ZUinE[Xin]
i=0 j=0 i=0 j=0

Or, les (X;),~, sont indépendantes et suivent toutes une loi de Rademacher. Donc on a pour tout (i,7) € [1;N,] x [1; N, ] :

Ainsi que :
Vi,j > N := min(Nu,Nv)7 u; =0 ou v; =0
Donc :
N. N, N +00
Z Z wv E[X; X,] = Z UpUp = Z UpUp
i=0 j=0 n=0 n=0
ie. :

<P(1/J(u), dj(v)) = <u ) ’U>

Donc | ¥ conserve le produit scalaire. ‘ C’est donc une isométrie.

Soient p,q > 1. Soit X € R = Z/J(R(N)). Alors il existe u € R telle que :
+o00
X =9(u) = ZuiXi
i=0
qui est une somme finie.
Donc, par les questions et il existe respectivement «ap, 8, > 0 et ag, 5, > 0 tels que :

apl| Xy < 1X1, < Bpll Xlly et agll X, < [1X1, < Byl Xl

D’ou : 5
Qg .
X <|IX]| <X
SHIX1, < X1, < 25X,

Ainsi, | les normes || - ||, et || - ||; sont équivalentes sur R. ‘
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Une deuxieme conséquence

20. Posons :

k
X = Z aiXi
i=1

k

HXZ(Q) ={-1, 1}k

i=1
Ainsi, par la formule de transfert, on a :

k
E a;€;

i=1

IX1, =B Xx]] = >

(g1, pek)E{—1,1}F

P(Xl :é‘l,...,Xn :€n)

Or les (X;),<;<, sont indépendantes. Donc :

k k
X=X [Yws| [[P(==)
(E1se-mer)E{—1,1}F li=1 i=1
Y Y L
-1 2](7
(e1,..ek)E{—1,1}F li=1
1 k
n Z Zaifi (car n = 2%)
" (€1,....ex)E{—1,1}* li=1

D’autre part, on a par la question [10.]:

k 27\? k 3
N (ZX) =<Za?> = o, o) )

Or par les questions et il existe ay, 31 > 0 tel que :
ar[| X[, < IXy < Bl X,

D’ou finalement :

k
k k
ain||(as, - - 7ak)H]§ < Z Zaiffi < Binl(a, -+ 7ak)||]§
(81,...,Ek)€{—1,1}k i=1
21. Remarquons que :
#{-1,1} =2"=n

Fixons un ordre arbitraire de rangement des éléments de {—1, l}k et considérons I'application T': R¥ — R™ définie par :

k
Y(ai, - ,ar) €RF, T(ay,--- ,a;) == (Z%Q‘)
i=1

(e1,ek)E{—1,1}F

OnaT € E(Rk , R") car en dimension finie et par linéarité de la somme.

Posons alors :

H :=T(RF)

Soit (a1, -+ ,a) € Ker(T). Par la question on a:

= T(ar,-- an)ly” =0

k
g ;€4

=1

Rk’
arnf[(ar, -+ ar)lly < >

(61,~~,5k)€{7171}k

Jules PIRONY 12 jules.pirony@orange.fr
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Donc, comme ayn > 0, il vient que :

(@, -- ,ak)HD;k =0 etdonc (a1, --,ar)= Ogx

Ainsi :
Ker(T) = {Og« }

Etant en dimension finie, il en découle que 7" est bijective de R¥ dans T'(R*) = H. Donc

Soit € H. Il existe donc a := (a1,--- ,ax) € R¥ tel que x = T'(a). Or dans la question on a établi, par la question
I’équation :

L 27\ 3
JalE = lan, - anlE = (B[ Sax,
i1

D’ot, par le théoreme de transfert et par indépendance des (X;); ;<

2 2

> <zk:a¢5i>]P(X1 = €1,y X =€)

(e1,en)e{—1,1}" \i=l

— > (i ai5i>2 ﬁ P(X; =¢;)

(e1,-men)€{~1,1}F \i=1

2 \2
- > (Yas] s
2
(e1,-ek)E{—1,1}F \i=1
2

= % Z (Z aisi> (car n = 2F)

(1, mer)E{—1,1}F \i=1

Rk
leell

_ 1
SV

e
= —|z
Vel

R"L
1T (a)ll

Or, par la question on a :
R R™ R™ RF
arnlflally <T@y =llzlly < Binllall,

D’ou finalement :

o o o
arvnllzlly <zl < Biv/nllzll;

Jules PIRONY 13 jules.pirony@orange.fr



	Inégalité de Hölder
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.

	Inégalités de Khintchine
	8.
	9.
	10.
	11.
	12.
	13.
	14.
	15.
	16.

	Une première conséquence
	17.
	18.
	19.

	Une deuxième conséquence
	20.
	21.


