(2.5)

4 Densité

Soit @ un nombre irrationnel strictement positif. Montrer que la suite
nz — [nz], n € N, est dense dans [0, 1].

Solution. On suppose sans nuire & la généralité que z > 1. Soit Ja,b[ un
intervalle ouvert de [0, 1]. La densité de Z+2Z fournit un nombre y = nz+m,
(n,m) € Z?, dans Ja,b[. Soit = min(y — a,b — y) et N un nombre entier
strictement supérieur & > |n|. Pour la méme raison, il existe un nombre de
la forme z = px + ¢, p,¢ dans Z tel que |z| < n/N. Quitte & changer z en
—%, on peut imposer : p > 0. Alors w = na + m + Nz appartient a |a, b[. et
il est de la forme kz + [ avec & > 0. Enfin kx est compris strictement entre
—let =141, donec -1 = [gz].

k

5 normes strictes

Lemme : soit : R — R une fonction convexe k-lipschitzienne. S’il existe
des nombres réels a < b tels que %ﬂ = k, la fonction f est affine sur
la,+o0]. .

Démonstration. On note A la droite du plan R? passant par les points
(a, f(a)) et (b, f(b). Soit = €|a,b[. Si le point (z, f(x)) est strictement en
dessous de A, le lemme des trois pentes montre que %z—) >k, ce qui et
exclu. donc f est affine sur [a,5]. De la méme fagon, si x > b et si (z, f(2)
est strictement au dessus de A, %{ﬁl > k contradiction.

Soit ‘N une norme sur I'espace vectoriel réel E, et supposons que
N(z+y) = N(z) + N(y)

pour un couple (z,y) de vecteurs linéairement indépendants. Quitte & mul-
tiplier par un scalaire strictement positif et a permuter les vecteurs, nous
pouvons supposer que N(z) = 1, N(y) > 1. Posons 3 = ﬁ’-(’y—), ce qui qui
fait que (z,%y’) est libre, et soit f la fonction numérique définie pourt > 0
par f(t) = N(z + ty). f est visiblement lipschitzienne de rapport 1, et

%ﬂ = 1. Donc f est affine :

Vie R*, N(z+ty) = f(t) = 1 +tN@) =1+t

Soit A €]0,1(, il vient N(Az + (1 — A)y') = AN(z + l_j\_iyf) =1+ 1;)‘«\) =1
donc la sphére unité contient le segment [z, 7/].
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