PROBLEME DE ,
CLASSIFICATION DE DENSITE

Automates cellulaires probabllistes a I'usage du probleme de
classification de densité

Numero dinscription: [934 |



Transport d'information des réseaux distribués

» Pas d'autorité centrale dans les grands réseaux informatiques actuels

Fig. 1—(n) Cenlralized. (b) Decentralized. (c¢) Distributed networks.

Comment faire emerger une information globale en ne collectant
seulement que des informations locales a chague etape!




Comment faire iImmerger une information globale en collectant
seulement une Information locale a chague etape!?

|, Cadre theéorique et présentation des notions
2. Approximation arbitraire d'une solution
3. Simulations de la solution approchee




|. Cadre theorique et presentation des notions

Formalisation du probleme

Chaque élément de I'ensemble est appelé cellule

Représentons &£ = Z/nZ arrangé dans un anneau

A un Instant (discret) donng, chaque cellule peut prendre un état dans {0,1 }(resp. blanc/bleu)
L'état de I'ensemble des cellules a un instant donné est appelé configuration.

On note &, = {0,1}Z I'ensemble des configurations et on a | &, | = 2"

Pour p € {0,1} notons | x| le nombre d'occurence de p dans la configuration x
p P g

. . . | x|
On deéfinit la densité p(x) d'une configuration x € &, par: p(x) = 1
n
Afin d'éviter le cas ou | x|, = [x][, ,on supposera n impair.
Notons | = 17 et 0 = 07 les configurations constituées uniquement de 1 et de 0



l. Cadre theorique et présentation des notions

Automates cellulaires élémentaires

Fonction de transition locale: ¢ : {0,1}° — {0,1}

Regle de transition globale @ : &, — & associée a ¢, fonction qui a tout configuration x’ renvoie
la configuration x™*! telle que:

VC E g, .xg—i_l — ¢(xct_19xct‘9 xct_|_1)

Exemple: Regle |84 ou regle du trafic

Fonction de transition: I wllE I mmlm = mlm

=

Diagramme espace-temps:




l. Cadre theorique et présentation des notions

Automates cellulaires elémentaires probabilistes

Fonction de transition: f: {0,1}° — [0,1]

Regle de transition globale F : &, — &, associée a ¢, fonction qui a tout configuration aléatoire x’
renvoie la configuration aléatoire x™*! telle que:

1
Vee £, xit = %Z(f(xé_l,xé, x£+1))

AN l‘ ' ' Ve ' '
OU (HB).czsen €S UNne suite de variables aleatoires de Bernoull

Classificateur de densité

On dit que la configuration x est un point fixe pour la fonction F avec probabilité 1.
On dit que F' est un classificateur (de densite) si | et O sont les seuls points fixes de F

Pour un classificateur € on définit le temps de classification T(x), variable aléatoire a valeurs dans
N U {+ oo }telle que:
T(x) = min{¢|x' € {0,1}}

G classifie correctement une configuration x si:
(i) T(x) est fini

(i) xT™ = | sip(x) > 1/2 et x™ = 0'si p(x) < 1/2
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2.Approximation arbitraire d’une solution

Definition: Pour g € {0,1}, on dit qu'une configuration x est g-archipelago si toutes ses
cellules a I'etat g dont i1solees.

Regle |84 ou regle du trafic Regle 232 ou regle de la majorite
L J| Hjy E J| EEGE |iE EQEE l(EEE L J|_ Hy E | EENE ||E EhEE jiEEE
"0 " u | § | [] ] | H N N [ | [ ] |
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2.Approximation arbitraire d’une solution

Classificateur €
Regle du trafic avec probabilite 1 —# s mhse e el e
Regle de la majoriteé avec probabilite 7 e pin B dEsE e
1 7 11-op1 0 0 O

Théoreme: Pour tout p € [0,1] il existe un parameétre n pour le classificateur € tel que €
classifie bien la densite avec probabllité supérieure a p

Lemme |: Un archipelago est bien classifié avec probabilité 1.

Lemme 2: Pour tout p € [0,1[,Il existe un parametre  pour le classificateur € tel que pour
toute configuration x € &,,, la probabilite d'évolution vers un archipelago x, de
densité p(x) = p(x,) est superieure a p.




2.Approximation arbitraire d’une solution

Classificateur €
Regle du trafic avec probabilite 1 —# s mhn e e e e
Regle de la majorité avec probabilité n e we L IR N RN N
1 n 1 1-n1 0 0 O

Lemme [: Un archipelago est bien classifié avec probabilité 1.

Montrons d'abord que le successeur d'un g-archipelago est g-archipelago.

Soit x € &, g-archipelago . WLOG, x est 1-archipelago. 100

Soit y un potentiel successeur de x.

Notons C:={ce Z |y, =1}.

Pour c € C,on a (x,_y,x,x,.,.1) € {111,110,101,100,011} .
Or x est 1-archipelago donc: (x._;, x,., x,,1) € {100,101} .

101

Et Il n'est pas possible de reproduire ces motifs en se décalant d'un pas, doncy._; = 0,y.,; = 0.

Montrons que x tend vers la configuration O .

Puisque n est impalr, il existe a tout instant ¢ un motif 100 disparaissant avec probabllite 7 .
Ainsi, (|x'],),en est une suite décroissante tendant vers O avec probabilité |.
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2.Approximation arbitraire d’une solution

Classificateur €
Regle du trafic avec probabilite 1 —# s mhn e e e e
Regle de la majorité avec probabilité n e we L IR N RN N
1 n 1 1-n1 0 0 O

Lemme 2: Pourtout p € [0,1[,il existe un parametre n pour le classificateur € tel que pour
toute configuration x € &,,,, la probabilité d'evolution vers un archipelago x, de
densite p(x) = p(x,) est superieure a p.

On admettra que la regle du trafic permet de faire évoluer toute configuration vers un
archipelago en au plus [5] étapes.

® : fonction globale de la régle du trafic et y' = ®'(x)
p € [0,1[,n € N. WLOG, p(x) < 1/2

2 e, s . N n BN ’
Evaluons la probablilité que € agisse comme la regle du trafic dans les T = [5] premieres e€tapes.



2.Approximation arbitraire d’une solution

Classificateur €
Regle du trafic avec probabilite 1 —# s e e de desn e
Regle de la majorité avec probabilité n e we L IR N RN N
1 n 1 1-n1 0 0 O

On admettra que la regle du trafic permet de faire évoluer toute configuration vers un
[ n /
archipelago en au plus [5] étapes.

® : fonction globale de la regle du trafic et y' = ®'(x)
p € [0,1[,n € N. WLOG, p(x) < 1/2

Evaluons la probabilité que € agisse comme la régle du trafic dans les T = [ﬁ] premieres etapes.
Soit D' = |{c € &, x. =y} ’
Remarquons que € et @ sont différents pour les voisinages 110 et 100.
FEVx € &, |xlg; = 1% |10 €8 1Xlg, = 1%l Donc: |xlgg, + %1, < [%1
[%lgor + 11199 + [X]gyy + X140 =7

La probabilite p;; que & se comporte comme @ durant les T premieres etapes est donc telle que:
pia= [ = p®lothod > (1 - IET > (1 - "

- L
Ct on Souhaite: pig=pe (1 — N >p=>n<l—pr


HUA Cindy



3. Simulations de la solution approchee

Nombre d'étapes en fonction de Taux de bonne classification en
eta fonction de eta
50000 @ 0e—e—9 g o =
o
o
37500 75
25000 50
O
12500 @ 25
O ®
0 ® 8 o o 0
-3 -2,25 -1,5 -0,75 0 -3 -2,25 -1,5 -0,75 0
Tl ® lemps binome Tostlen ® Bien binome

® Jemps uniforme ® Bien uniforme
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ANNEXE
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Algorithme

from future import division

from random import randint, random, shuffle
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Parametres de la simulation
N = 149
# Conversion liste <-> entier

def TolInt(L)
return int("".join(str(e) for e in L), 2)

def TolList(y) :
return [ int(c) for ¢ in bin(u+y)[3:] ]

# Regles d'évolution
u, s, m = 2%*N, 2*¥*(N-1), 2**N-1

def X(y) :
return (y*2)&m|1l if y&s else (y*2)&m

def Z(y) :
return y//2|s if y&1 else y//2

def Rule232(y)

X, z = X(y), Z(y)
return (x&y|x&z|y&z)

def Rulel84(y)
x, z = X(y), Z(y)
return (z&(m-y)) | (y&x)



# Génération de listes

def Gen(n) :
L= [1]*n + [0]*(N-n)
shuffle(L)
return L

def GenD() :
return Gen(randint(©, N-1))

def GenP() :
return [ randint(©, 1) for _ in range(N) ]

def GenB() :
n = randint(©, m)
L=1]
for i in range(N) :
L.append(n%2)
n //=2
return L
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Algorithme

# Simulation

def Test(L, eta, log=False) :

p, g, y, ¢ = sum(L)/N, [], ToInt(L), ©

while y and y!=m :

cC +=1

if random()<eta :
y = Rule232(y)

else :
y = Rulel84(y)

if log :
lg.append(y)

return p, ¢, (y==0 and p<=0.5 or y!=0 and p>=0.5), lg

def Sim(nb essais, eta, type binom) :

succ, cumc, log = 0, 0, []
for i in range(nb essais) :

p, ¢, b, = Test([GenD,GenB][type binom](), eta)
if b :
succ += 1
cumc += C
print("Eta = ", eta, "\t Taux de succes : ", 100*succ/nb essais, "% T moy = ",

round(cumc/nb essais))

def Draw(eta, type binom) :
L = [GenD,GenB] [type binom] ()

M = np.array([ ToList(y) for y in Test(L, eta, log=True)[3] ])

plt.matshow(M, cmap="Blues")

plt.title("p = {}".format(sum(L)/len(L)))

plt.show()
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Algorithme

print("Qb, 10000 essais :")

Sim(nb essais=10000, eta=10**(-3.
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-2.
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-2.
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-1.
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-1.
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-0.

print("Qd, 10000 essais :")

Sim(nb essais=10000, eta=10**(-3.
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-2.
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-2.
.5),
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-1.
Sim(nb essais=10000, eta=10**(-0.

Sim(nb essais=10000, eta=10**(-1

# Test (tracé de 1'évolution)

Draw(eta=0.2, type binom=True)
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type binom=False)
type binom=False)
type binom=False)
type binom=False)
type binom=False)
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