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1 Introduction

Dans ce TIPE, on s’intéresse en premier lieu à la construction de corps finis. On montre que si p est un

entier premier et n un entier quelconque, il existe un unique corps fini à isomorphisme près de cardinal pn,

et que ces cardinaux sont les seuls possibles pour un corps fini. Dans une seconde partie, on étudie l’anneau

Fq[X] où q est une puissance d’un nombre premier. On s’intéresse en particulier au dénombrement des

polynômes irréductibles de l’anneau Fq[X], et à celui du nombre de diviseurs irréductibles d’un polynôme

de Fq[X], pour lequel on établit une loi faible des grands nombres. Enfin, on passe par une réduction modulo

des nombres premiers pour montrer qu’un polynôme de Z[X] est souvent irréductible.

Notations utilisées :

• (P ) : idéal engendré par P

• Up,n : ensemble des polynômes unitaires de degré n de Fp[X]

• Ip,n : ensemble des polynômes irréductibles de Up,n

• ip,n : |Ip,n|

• Rp,n : Up,n \ Ip,n l’ensemble des polynômes unitaires de degré n de Fp[X] réductibles

• pi : i-è nombre premier impair
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2 Construction de corps finis

2.1 Le corps Fpn

On établit dans cette partie le théorème de classification des corps finis.

Théorème 1 Le cardinal d’un corps fini est de la forme pn pour un certain p premier et un certain n

entier, et il existe un unique corps (à isomorphisme près) de cardinal pn.

Soit K un corps fini, sa caractéristique est un nombre premier p (sans quoi il contiendrait un sous corps

isomorphe à Q). K est naturellement muni d’une structure de Fp-ev, de dimension finie car K est fini, donc

est isomorphe en tant qu’espace vectoriel à (Fp)
n pour un certain n ∈ N∗. On en déduit que |K| = pn.

Réciproquement, on fixe p premier et n ∈ N, on construit un corps de cardinal pn. Admettons pour le

moment qu’il existe un polynôme irréductible Q de Fp[X] de degré n. L’anneau quotient A = Fp[X]/(Q)

est un corps, car si R ∈ Fp[X] est premier avec Q, on dispose (Bezout) de B,C tels que BR + CQ = 1.

Dans A, on a alors BR = 1, donc la classe de R est inversible dans A. En particulier, tous les éléments non

nuls de A sont inversibles. On a de plus |A| = pn.

Il nous faut alors montrer l’existence d’un tel polynôme.

On passe par la propriété suivante :

Proposition 1 : Si Q ∈ Ip,d, Q | Xpn −X si et seulement si d | n.

Preuve : Si d | n, on étudie K = Fp[X]/(Q). C’est un corps de cardinal pd donc K∗ est (comme groupe)

d’ordre pd − 1 et pour tout x ∈ K∗, xpd−1 = 1, ce que l’on réécrit en xpd

= x pour tout x ∈ K, puis par

récurrence, pour tout k ∈ N, xpkd

= x. Comme d | n, on a alors X
pn

−X = 0, ce qui signifie exactement

que Q | Xpn −X.

Réciproquement si Q | Xpn −X, alors on a X
pn

= X dans K. De plus, si y ∈ K, y = R(X) = R(X) pour un

certain polynôme R, on a alors (calcul rapide dans Fp) R(X)
pn

= R(X
pn

) = R(X) d’où, pour tout y ∈ K,

yp
n

= y. Alors, si r est le reste de la division euclidienne de n par d et k le quotient, on a (yp
kd

)p
r

= y et

comme yp
d

= y car K est d’ordre pd, on a encore yp
kd

= y et finalement yp
r

= y, soit yp
r−1 = 1. Donc les

éléments de K, au nombre de pd, sont racines du polynôme Y pr−1−1. Si ce polynôme n’est pas le polynôme

nul, c’est absurde car son degré est inférieur à pd. On en déduit donc pr − 1 = 0 soit pr = 1 ce qui impose

r = 0. Donc d | n. On montre alors :

Proposition 2 Xpn −X =
∏
d|n

∏
Q∈Ip,d

Q.

Preuve : La divisibilité
∏
d|n

∏
Q∈Ip,d

Q | Xpn

−X provient de la proposition précédente, car tous ces polynômes

sont premiers entre eux. Réciproquement, les facteurs irréductibles de Xpn −X sont les Q ∈ Ip,d où d | n.
De plus Xpn −X est sans facteur carré, car il se dérive en −1 et est donc premier avec son polynôme dérivé.

On en déduit alors Xpn −X |
∏
d|n

∏
Q∈Ip,d

Q, et comme ces deux polynômes sont unitaires, on a l’égalité. En

passant aux degrés, on a alors

Proposition 3 pn =
∑
d|n

dip,d
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Cette propriété sera utile en 3.1. Ici, on en déduit que pour tout d ∈ N, dip,d ≤ pd. Supposons alors ip,n = 0.

On a alors pn =
∑
d|n

dip,d ≤
n−1∑
k=0

pk =
pn − 1

p− 1
< pn, c’est absurde et donc ip,n ̸= 0 : il existe un polynôme

irréductible de degré n dans Fp[X]. Nous avons donc établi l’existence d’un corps fini de cardinal pn.

Montrons alors son unicité à isomorphisme près. Soit K un corps quelconque de cardinal pn, et Q ∈ Ip,n.

On a Xpn − X =
∏
x∈K

(X − x) (car par Lagrange, pour x ∈ K, xpn

= x d’où une divisibilité puis l’égalité

par les degrés). De plus, par la proposition 1, Q | Xpn −X. On en déduit que Q a une racine x dans K.

Si on pose
Φ : Fp[X] → K

Q 7→ Q(x)
, Φ est un morphisme et Ker(Φ) est un idéal de Fp[X] contenant Q

; comme celui-ci admet un unique générateur irréductible unitaire, on en déduit Ker(Φ) = (Q) puis si Φ

est le morphisme induit de Fp[X]/(Q) vers K, Φ est injective et par égalité des cardinaux, bijective. On en

déduit donc que K est isomorphe à Fp[X]/(Q). Donc tous les corps de cardinal pn sont isomorphes.

3 Polynômes à coefficients dans un corps fini

On se fixe un entier premier p dans cette partie, et on note q une quelconque puissance de p. On note dans

la suite Fq un corps de cardinal q (que l’on peut, par la précédente partie, construire de façon concrète en

trouvant un polynôme de degré n irréductible sur Fp). On va étudier quelques propriétés de l’anneau Fq[X].

3.1 Dénombrement des polynômes irréductibles de Fq[X]

On a obtenu dans la précédente partie la formule pn =
∑
d|n

dip,d pour tout n. On a exactement par la

même démarche qn =
∑
d|n

diq,d. Dans cette section, on utilise cette formule pour donner une estimation

asymptotique de iq,n quand n tend vers l’infini.

On peut exprimer iq,n à l’aide de cette formule et de la formule d’inversion de Moebius. Soit µ la fonction

de Moebius, définie de la manière suivante :

• µ(1) = 1

• µ(n) = (−1)r si n est le produit de r nombres premiers distincts

• µ(n) = 0 si n est divisible par le carré d’un nombre premier.

On a alors :

Proposition 4 : niq,n =
∑
d|n

µ

(
n

d

)
qd (formule d’inversion de Moebius)

On a alors la majoration suivante : |niq,n − qn| ≤
⌊n

2 ⌋∑
k=1

qk <
q

n
2 +1 − 1

q − 1
<

q

q − 1
q

n
2 et alors :

|iq,n − qn

n | ≤ q
q−1

q
n
2

n
, ce qui nous donne l’estimation iq,n ∼

n→+∞
qn

n . Comme le cardinal de l’ensemble des

polynômes unitaires de Fq[X] de degré n est qn, cela s’interprète en terme de probabilités : si Pn est une

variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Uq,n, on a P(Pn est irréductible) ∼
n→+∞

1
n .
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3.2 Nombre moyen de diviseurs irréductibles

On s’intéresse dans cette section au nombre de diviseurs irréductibles d’un polynôme P non nul de Uq,n.

Plaçons nous dans un cadre probabiliste : on munit Uq,n de la loi uniforme. Pour P irréductible, on définit

sur Uq,n une variable aléatoire XP,n telle que XP,n(Q) = 1 si P | Q et 0 sinon. Si d=deg P , comme le

cardinal de l’ensemble des polynômes de Uq,n divisibles par P est qn−d, cela donne que XP,n ∼ B(q−d), et si

Xn =

n∑
d=1

∑
Q∈Iq,d

XQ,n. La variable aléatoire Xn compte le nombre de diviseurs irréductibles distincts d’un

polynôme. L’estimation précédente nous permet alors d’établir la

Proposition 5 : E(Xn) = lnn+O(1)

En effet, par linéarité de l’espérance, on a E(Xn) =

n∑
d=1

iq,dq
−d, et iq,dq

−d = 1
d+O

(
1

dq
d
2

)
, donc (E(Xn)−Hn)

converge. Avec la relation classique Hn = lnn+O(1) on obtient la proposition 5.

Ainsi, la bonne échelle pour étudier le nombre de diviseurs irréductibles d’un polynôme unitaire de degré n

est l’échelle logarithmique. On établit alors une loi faible des grands nombres pour le nombre de diviseurs

irréductibles.

Théorème 2 : La suite

(
Xn

ln(n)

)
n≥1

converge en probabilités vers 1.

Preuve : Au vu de la proposition 5, il nous suffit d’établir que la suite

(
Xn

E(Xn)

)
n≥1

converge en probabilités

vers 1. Fixons ε > 0. Par l’inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, on a pour tout n ≥ 1 P(|Xn − E(Xn)| >

εE(Xn)) ≤
V(Xn)

ε2E(Xn)2
. On veut montrer que ce terme tend vers 0 lorsque n → +∞ pour conclure. C’est en

fait un O( 1
lnn ), ce que l’on établit en montrant que la suite (V(Xn) − lnn)n≥1 est majorée. Pour ce faire,

il suffit de voir que :

•
n∑

d=1

∑
Q∈Iq,d

V(XQ,n) = lnn+O(1)

• Cov(XQ,n, XR,n) ≤ 0 pour tout couple (Q,R) de polynômes irréductibles distincts de Fq[X]

La première égalité s’établit en observant que la somme en question est

n∑
d=1

iq,d(q
d − q−2d) et que la série

de terme général iq,dq
−2d converge (par l’estimation faite en 3.1).

La seconde s’établit en calculant explicitement la covariance : pour (Q,R) un tel couple, de degrés respectifs

a et b, on a E(XQ,nXR,n) = E(XQR,n) car Q et R sont premiers entre eux ; cette quantité vaut donc 0 si

a+ b > n et q−(a+b) sinon, et E(XQ,n)E(XR,n) = q−aq−b, ce qui donne finalement Cov(XQ,n, XR,n) = 0 si

a+ b ≤ n et Cov(XQ,n, XR,n) = −q−a−b sinon.

3.3 Un polynôme de Z[X] est souvent irréductible

Dans cette section, on montre qu’un polynôme de Z[X] est souvent irréductible sur Z. Il convient de donner
un sens à ”souvent”. L’énoncé que l’on va montrer est donc le suivant.
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Théorème 3 : Si on note, pour n ∈ N∗ et N ∈ N, EN,n l’ensemble des polynômes de Z[X] unitaires de

degré n dont les coefficients d’indice < n sont dans [−N,N ] (de cardinal (2N + 1)n) et IN,n les polynômes

irréductibles sur Z de cet ensemble, à n fixé, on a lim
N→+∞

|IN,n|
|EN,n|

= 1.

Preuve : Fixons n ∈ N. On va exploiter le fait qu’un polynôme de Z[X] réductible sur Z est réductible

modulo n’importe quel nombre premier, pour montrer qu’il y en a peu. L’observation suivante est alors

essentielle :

Proposition 6 : Si p est un nombre premier impair, si on munit Up,n de la loi uniforme, la probabilité

qu’un polynôme P de Up,n soit réductible sur Fp est majorée par cn = 1− 1
2n .

Cette probabilité vaut 1− ip,n
pn . Or on a, par l’étude de 3.1,

nip,n

pn
= 1−

∑
d|n,d̸=n

µ(
n

d
)pd−n > 1−

⌊n
2 ⌋∑

k=1

pk−n >

1− p
n
2 − 1

pn(p− 1)
> 1− 1

p
n
2
>

1

2
. D’où 1− ip,n

pn < 1− 1
2n . On en tire en particulier que le nombre de polynômes

unitaires de degré n réductibles sur Fp est majoré par pn(1− 1
2n ).

Retour à la démonstration : pour r ∈ N, soit m le produit des r premiers nombres premiers impairs. On

considère Φ la restriction à EN,n de la surjection canonique de Z[X] sur Z/mZ[X], qui est un morphisme

d’anneaux. Si P est dans l’image de Φ, Φ−1({P}) est de cardinal majoré par (2N+1
m + 1)n. De plus

comme Φ est un morphisme, l’image par Φ d’un élément réductible sur Z est réductible sur Z/mZ. Enfin ,

Ψ : Z/mZ[X] →
r∏

i=1

Z/piZ[X]

P mod m 7→ (P mod p1, ..., P mod pr)

est un isomorphisme (théorème chinois des restes) ;

on en déduit alors que l’ensemble des polynômes unitaires réductibles de Z/mZ[X] est de cardinal majoré par
r∏

i=1

|Rpi,n| ≤
r∏

i=1

(
pni

(
1− 1

2n

))
= mn

(
1− 1

2n

)r

d’après la proposition 6. D’où |Φ(RN,n)| ≤ mn(1− 1
2n )

r

puis |RN,n| ≤ ( 2N+1
m + 1)nmn(1− 1

2n )
r.

Ainsi, si on prend N tel que 2N + 1 > m, on a alors
|RN,n|
|EN,n|

≤ ( 2N+1+m
2N+1 )n(1 − 1

2n )
r ≤ 2n(1 − 1

2n )
r. Ce

dernier terme tend vers 0 quand r tend vers +∞, donc quand N tend vers +∞, ce qui conclut la preuve

du théorème.
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