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1 Introduction

Dans ce TIPE, on s’intéresse en premier lieu a la construction de corps finis. On montre que si p est un
entier premier et n un entier quelconque, il existe un unique corps fini & isomorphisme pres de cardinal p™,
et que ces cardinaux sont les seuls possibles pour un corps fini. Dans une seconde partie, on étudie I’anneau
F,[X] ol ¢ est une puissance d’un nombre premier. On s’intéresse en particulier au dénombrement des
polyndmes irréductibles de anneau F,[X], et & celui du nombre de diviseurs irréductibles d’un polynéme
de F,[X], pour lequel on établit une loi faible des grands nombres. Enfin, on passe par une réduction modulo
des nombres premiers pour montrer qu'un polynéme de Z[X] est souvent irréductible.
Notations utilisées :

e (P) : idéal engendré par P
e U, . : ensemble des polynémes unitaires de degré n de F,[X]

e I, : ensemble des polynomes irréductibles de U, ,,

ipn t [ Ipnl

Ryt Upn \ I, Pensemble des polynomes unitaires de degré n de Fp,[X] réductibles

e p, : i-e nombre premier impair



2 Construction de corps finis

2.1 Le corps Fn

On établit dans cette partie le théoreme de classification des corps finis.

Théoreme 1 Le cardinal d’un corps fini est de la forme p™ pour un certain p premier et un certain n

entier, et il existe un unique corps (4 isomorphisme pres) de cardinal p™.

Soit K un corps fini, sa caractéristique est un nombre premier p (sans quoi il contiendrait un sous corps
isomorphe & Q). K est naturellement muni d’une structure de F,-ev, de dimension finie car K est fini, donc
est isomorphe en tant qu’espace vectoriel & (F,)"™ pour un certain n € N*. On en déduit que |K| = p™.
Réciproquement, on fixe p premier et n € N, on construit un corps de cardinal p". Admettons pour le
moment qu’il existe un polynéme irréductible Q de F,[X] de degré n. L’anneau quotient A = F,[X]/(Q)
est un corps, car si R € F,[X] est premier avec ), on dispose (Bezout) de B, C tels que BR + CQ = 1.
Dans A, on a alors BR = 1, donc la classe de R est inversible dans A. En particulier, tous les éléments non
nuls de A sont inversibles. On a de plus |A| = p".

11 nous faut alors montrer 'existence d’un tel polynome.

On passe par la propriété suivante :
Proposition 1 : SiQ € I, 4, Q | XP" — X si et seulement sid | n.

Preuve : Si d | n, on étudie K = F,[X]/(Q). C’est un corps de cardinal p? donc K* est (comme groupe)
d’ordre p? — 1 et pour tout =z € K*, zP'l = 1, ce que l'on réécrit en o — pour tout z € K, puis par
récurrence, pour tout k € N, 2" = z. Comme d | n, on a alors Yp" — X =0, ce qui signifie exactement
que Q | XP" — X.

Réciproquement si Q | X?" — X, alors on a X*" = X dans K. De plus, siy € K,y = R(X) = R(X) pour un
certain polynéme R, on a alors (calcul rapide dans F),) R(Y)pn = R(an) = R(X) d’ot, pour tout y € K,
y?" =y. Alors, si r est le reste de la division euclidienne de n par d et k le quotient, on a (ypkd )pr =yet
comme y"d =y car K est d’ordre p¢, on a encore ypkd = y et finalement y? =y, soit y* ~! = 1. Donc les
éléments de K, au nombre de p?, sont racines du polynéme Y? 1 —1. Si ce polynome n’est pas le polynéme
nul, c’est absurde car son degré est inférieur & p¢. On en déduit donc p” — 1 = 0 soit p” = 1 ce qui impose

r = 0. Donc d | n. On montre alors :

Proposition 2 X?" — X = H H Q.
dln Q€I q

Preuve : La divisibilité H H QX P" _ X provient de la proposition précédente, car tous ces polynomes
d\n Qelp,d

sont premiers entre eux. Réciproquement, les facteurs irréductibles de X?" — X sont les Q € I,qoud|n.

De plus X?" — X est sans facteur carré, car il se dérive en —1 et est donc premier avec son polynoéme dérivé.

, . n ~ . . 7 Lz
On en déduit alors X7 — X | H H @, et comme ces deux polynémes sont unitaires, on a I’égalité. En
d|n Qelp,d
passant aux degrés, on a alors

Proposition 3 p” = Z dip.a
d|n



Cette propriété sera utile en 3.1. Ici, on en déduit que pour tout d € N, dip, ¢ < p?. Supposons alors tpn = 0.

n—1 n
-1
On a alors p* = E dip g4 < E pF = u 1
dn k=0 -

< p", c’est absurde et donc iy, , # 0 : il existe un polynéme
4

irréductible de degré n dans F,[X]. Nous avons donc établi I'existence d’un corps fini de cardinal p™.

Montrons alors son unicité & isomorphisme pres. Soit K un corps quelconque de cardinal p”, et Q € I .

OnaX?P' —X = H (X — z) (car par Lagrange, pour z € K, 2P" = z d’ot une divisibilité puis 1’égalité

zeK
par les degrés). De plus, par la proposition 1, Q | XP" — X. On en déduit que Q a une racine 2 dans K.
F,[X] —- K
Si on pose olX] , ® est un morphisme et Ker(®) est un idéal de F,[X] contenant @Q
Q@ = Q)

; comme celui-ci admet un unique générateur irréductible unitaire, on en déduit Ker(®) = (Q) puis si ®
est le morphisme induit de F,[X]/(Q) vers K, ® est injective et par égalité des cardinaux, bijective. On en

déduit donc que K est isomorphe & F,[X]/(Q). Donc tous les corps de cardinal p™ sont isomorphes.

3 Polynoémes a coefficients dans un corps fini

On se fixe un entier premier p dans cette partie, et on note g une quelconque puissance de p. On note dans
la suite Fy un corps de cardinal ¢ (que 'on peut, par la précédente partie, construire de facon concrete en

trouvant un polynéme de degré n irréductible sur F,,). On va étudier quelques propriétés de ’anneau F [ X].

3.1 Dénombrement des polynoémes irréductibles de F [X]

On a obtenu dans la précédente partie la formule p" = Zdip’d pour tout n. On a exactement par la
d|n
méme démarche ¢ = Zdiq,d. Dans cette section, on utilise cette formule pour donner une estimation
d|n
asymptotique de %4, quand n tend vers 'infini.

On peut exprimer %4, & l'aide de cette formule et de la formule d’inversion de Moebius. Soit i la fonction

de Moebius, définie de la maniere suivante :
o u(l)=1
e u(n) = (—1)" si n est le produit de r nombres premiers distincts
e u(n) =0 sin est divisible par le carré d’un nombre premier.

On a alors :

Proposition 4 : nig, = Zu (Z)qd (formule d’inversion de Moebius)
d|n

3+l _q n
q? et alors :

5]
On a alors la majoration suivante : |nig,, — ¢"| < Z ¢ < a <
7 k=1 ¢—1 ¢—1

w3

s

n n
-4 < q%l , ce qui nous donne l'estimation iy, ~ <. Comme le cardinal de I’ensemble des
7 n—+4oo

polynémes unitaires de F,[X] de degré n est ¢", cela s’interpréte en terme de probabilités : si P, est une

lign

3]

variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Uy ,,, on a P(P, est irréductible) ~ %
’ n—-+oo



3.2 Nombre moyen de diviseurs irréductibles

On s’intéresse dans cette section au nombre de diviseurs irréductibles d’un polynéme P non nul de Uy .
Placons nous dans un cadre probabiliste : on munit Uy, de la loi uniforme. Pour P irréductible, on définit

sur U, , une variable aléatoire Xp,, telle que Xp,(Q) = 1si P | Q et 0 sinon. Si d=deg P, comme le

n—d

cardinal de ’ensemble des polynomes de U, ,, divisibles par P est ¢"~¢, cela donne que Xp,, ~ B(g=?), et si

n

X, = Z Z Xgn- La variable aléatoire X,, compte le nombre de diviseurs irréductibles distincts d’un
d=1Q€l, 4
polynéme. L’estimation précédente nous permet alors d’établir la

Proposition 5 : E(X,,) =Inn+ O(1)

n 1
En effet, par linéarité de 'espérance, on a E(X,,) = Z iq,dq*d, etigaq ? = é+0 <dd> , donc (E(X,,)—H,,)
d=1 q2
converge. Avec la relation classique H,, = Inn 4+ O(1) on obtient la proposition 5.

Ainsi, la bonne échelle pour étudier le nombre de diviseurs irréductibles d’un polynéme unitaire de degré n
est I’échelle logarithmique. On établit alors une loi faible des grands nombres pour le nombre de diviseurs

irréductibles.

X
Théoreme 2 : La suite <l(n>> converge en probabilités vers 1.
n(n
n>1

Preuve : Au vu de la proposition 5, il nous suffit d’établir que la suite (E ( ); ]
n

vers 1. Fixons ¢ > 0. Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff, on a pour tout n > 1 P(|X,, — E(X,)| >

V(X
eE(X,)) < %E((Xn))Q On veut montrer que ce terme tend vers 0 lorsque n — 400 pour conclure. C’est en
£ n

fait un O(;X-), ce que l'on établit en montrant que la suite (V(X,) — Inn),>; est majorée. Pour ce faire,

> converge en probabilités
n>1

il suffit de voir que :

. Z Z V(Xgn) =lnn+0(1)

d=1Q€ly q

e Cov(Xqn,Xrn) <0 pour tout couple (Q, R) de polynomes irréductibles distincts de Fq[X]

n

La premiere égalité s’établit en observant que la somme en question est Ziq’d(qd — q_2d)

d=1

et que la série

2d converge (par I'estimation faite en 3.1).

de terme général i qq~
La seconde s’établit en calculant explicitement la covariance : pour (@, R) un tel couple, de degrés respectifs
aetb,onaE(XgnXrn) =E(Xgrn) car Q et R sont premiers entre eux ; cette quantité vaut donc 0 si
a+b>mnet ¢ @ sinon, et E(Xg ,)E(Xg.n) = ¢ %¢", ce qui donne finalement Cov(Xg ., Xg,n) = 0 si

a+b<net Cov(Xgn, Xrn) =—q *° sinon.

3.3 Un polynoéme de Z[X] est souvent irréductible

Dans cette section, on montre qu’un polynéme de Z[X] est souvent irréductible sur Z. Il convient de donner

un sens a "souvent”. L’énoncé que I’on va montrer est donc le suivant.



Théoréme 3 : Si on note, pour n € N* et N € N, Ey,, l’ensemble des polynémes de Z|X| unitaires de
degré n dont les coefficients d’indice < n sont dans [—N, N] (de cardinal (2N +1)") et Iy les polynémes

., . \ . . INn
irréductibles sur Z de cet ensemble, a n firé, on a lim [T
N —+o00 |EN,n|

=1.

Preuve : Fixons n € N. On va exploiter le fait qu'un polynéme de Z[X] réductible sur Z est réductible
modulo n’importe quel nombre premier, pour montrer qu’il y en a peu. L’observation suivante est alors

essentielle :

Proposition 6 : Si p est un nombre premier impair, si on munit Uy, de la loi uniforme, la probabilité

qu’un polynome P de Uy, soit réductible sur F), est majorée par c,, =1 — .

2n "
1o, 2 ip.n I ’ d— k—
Cette probabilité vaut 1 — 2z, Or on a, par I'étude de 3.1, =1- Z u(g)p ">1- Zp ">
d|n,d#n k=1
pi —1 11 ! . - .
- —— > 5. Dot 1 - 2+ < 1— 5-. On en tire en particulier que le nombre de polynomes
pt(p—1) pz 2 P "

unitaires de degré n réductibles sur I, est majoré par p™(1 — %)
Retour a la démonstration : pour r € N, soit m le produit des r premiers nombres premiers impairs. On
consideére @ la restriction & Ey ,, de la surjection canonique de Z[X] sur Z/mZ[X], qui est un morphisme
d’anneaux. Si P est dans I'image de ®, ®~'({P}) est de cardinal majoré par (221 + 1)". De plus
comme & est un morphisme, I'image par ® d’un élément réductible sur Z est réductible sur Z/mZ. Enfin ,

T

v o Z/mZ[X] — Z/p;Z| X
/mEZIX] 11;[1 /PiZlX] est un isomorphisme (théoréme chinois des restes) ;

P modm +~ (P mod p,...,P mod p,)
on en déduit alors que 'ensemble des polynémes unitaires réductibles de Z/mZ[X] est de cardinal majoré par

!
T T 1 1
il;[l IRy, n] < 11;[1 (pf <1 - 271)) =m" (1 - 2n> d’apres la proposition 6. D’olt [®(Ry,,)| < m"™(1— 5 )"

puis |Ry | < (Zl\fn—“ + 1)™m™(1 — ﬁ)r

| 2N
R ’ 1+ 1 1
Ainsi, si on prend N tel que 2N + 1 > m, on a alors T < (B (1 — E)r < 2n(1 - ) Ce

dernier terme tend vers 0 quand r tend vers +oo, donc quand N tend vers +oo, ce qui conclut la preuve

du théoreme.
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