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Préliminaires

Un mot est une suite de lettres qg .

! "
U U, U, U7, Uy, Uy, ... pour dé
mot vide et |u| pour ]

"t lp—q tirées d’un
noter les ¢léments (e A*
a longueur de u, d

alphabet fini A = {a,b,...}. On utilisera

» C-a-d. les mots sur A. On note £ pour le
€ sorte que [e| = 0.

Si un mot u se décompose sous ]

un préfixe (ou un suffixe)
mot u = ag---ap_y on écrit « uli, [ »,

facteur a;---a;_). Cette notation s'éte
et ufi, i+ 1[.

a forme u = Uy,

) alors v est un facteur de u, et méme
Sty =€ (ousiug = ¢

) dans cette décomposition. Dans le cas d’un
sous la condition 0 < § < J < n, pour désigner le
nd & ufi-- [ et ufi] pour désigner, respectivement, ufi, n|

Ce que I'on appelle Sous-mot de u correspond 4 la notion classique de sous-suite, ou de
suite extraite, et ne doit pas etre confondu avee un facteur. Pour u = ag- -+ an—1, on dira qu’un

mot v de longueur m est un sous-mot de u, ce que P'on notera [i_ X g s'il existe une suite
strictement croissante Sp<p<---

< Pm-1 < n telle que v = ayyap, ---ap, ;. Par
exemple, caml < bechamel. Formellement, pour tout n € N, nous noterons {n] pour I'ensemble
{0,1,2,....n— 1}, de sorte que la suite Po,P1; ... Pm-1 peut étre vue comme une application
strictement croissante s {m] = |

n Pour une telle application, on note v = uwop pour dire que v
est le sous-mot extrait de u vi

a p et on dit que p est un plongement de v dans u, notép: v < u.
Notons qu’il peut exister plusieurs fagons différentes de plonger v dans .

Notre objectif ici est de développer des algorithmes impliquant a divers titres la notion
de sous-mot : recherche d’un sous-mot & l'intérieur d’un texte, dénombrement des sous-mots,
raisonnement sur I'ensemble des sous-mots d’'un texte ou d'un langage.

Complexité. Par complexité en temps d’un algorithme A on cut.end le nombre d’opérations
¢lémentaires (comparaison, addition, soustraction, multiplication, division, affectation, test, etc.)
nécessaires a I'exécution de A dans le cas le pire. Par complexité en espace d’un algorithme A
on entend 'espace mémoire minimal nécessaire A 1’cxécuti.on de A dans le cas le pire. Lorsqu'e
la complexité en temps ou en espace dépend d’un. ou plusmurs parametres kg, -+, ky—_1, on dit
que A a une complexité en O(f(ro, - ,kr—1)) &'il existe une \corllstante C > 0 telle que, pogr
toutes les valeurs de Ko, - - - , fr—1 suffisamment grandes (c'est-a-dire plus grandes qu'un certain

seuil), pour toute instance du probléme de paramétres ko, -

", Kr-1, la complexité est au plus
C f(ko, -+ Kr-1).
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. ' iy Jettres a et a’y ona 'dguivalogea
Question 1. a. Montrez que pour denx mots w et u” el don A
suivante ; )
] ,
wa < w'al <= na g n'ou (@ =l ). (1)
U

A~ . . o opbp -> atring -> bool décil:
( b.)l)mgmnnm"/. une fonetion OCaml tosto_nsoua_mot & string Lring cldan

, i ‘ ) NETH N - "\ R -
et temps polynominl si un mot v est sons-mot d'un mot i Détaillez et justiliez votve analyse do
complexite,

I. Compter et construire

4

On note (3) le nombre de plongements de v dans u, de sorte que v 5w si ot seulement i
(&) > 0. Notons en particulier que (1) = 1 pour tout mot u € A* car il n'existe qu'une injection

de [0], ca-d. 0, dans {0,1,...,[u] = 1} et cette injection est bien un plongement,

Question 2. a. Montrez que (“Ef)b) =3
n
b. Que vaut (%,) quand a € A est une lettre ?
On rappelle que a™ est le mot constitué de n occurrences de la lottre q.

c. Montrez que (%) = (o) (1) pour tous mots u, v € A* ot toute lot tre a & A,

Question 3. Pour calculer (%) on considere la fonetion OCaml suivante.

let nb_plongements (v:string) (u:string) =

let rec aux i j =
if i = 0 then 1
else if j = O then 0
else if v.[i-1] = u.[j-1] then (aux (i - 1
else aux i (j - 1)

in

aux (String.length v) (String.length u)

- 1) + (aux i GG - 1)

a. Prouvez sa terminaison.
b. Justifiez sa correction, ¢.-d-d expliquey PR

. 1 f § i, e eZ pot . ¢ v ‘
’ 1€z pourquoi elle venvoie biey la valeur (2)-

1 voo Aprpay length ' ti Son i«it‘l\lt: -



On note T(v,u)

le nombre de fois oy 1a fonction aux est appelée lors du calcul de
nb_plongements v u.

Question 4. a. Montrez qu’il existe une constante C) telle que T'(v,¢) < alul.Cy.
(b. Montrez que l'on ne peut pas majorer T(v,

. u
11 oy u) par une fonction polynomiale de ( )
c. Montrez qu’il existe une constante Cs telle

.
que T'(v,u) > 2(%) + Co.

La question précédente a montre que la fonction nb
demande un temps de calcul P

meilleurs algorithmes existent.

_plongements proposée dans le sujet
arfois exponentiel en la taille |u| + |v| de ses arguments. De

Question 5. Programmez en OCaml une nouvelle fonction nb_plongements_rapide : string

-> string -> int qui caleule (V) en temps polynomial en |u| + |v]. Détaillez votre analyse de
complexité en temps et en espace,.

Indication : on pourra utiliser la programmation dynamique.

On cherche maintenant & dénombrer les sous-mots d'un mot . On note Lu pour {v|v < u}.
Il s’agit d'un langage fini. Par exemple |abab = {¢,a,b,ab, aa, ba, bb, aab, aba, abb, bab, abab}
de sorte que abab a 12 sous-mots distinets, ce que I'on note Card(labab) = 12.

Les langages étant des ensembles (des parties L, L', ... de A*), on utilisera les notations LUL’,
L~ L', etc. avec leur signification ensembliste habituelle. On utilise aussi la notation L-L’ pour
désigner le produit de concaténation de deux langages : L-L' = {uv | u € L,v € L'}. Dans le cas
d'un singleton L = {u}. on écrit souvent u-L' au lieu de {u}-L'.

Question 6. a. Montrez que. pour tous mots v, w et toute lettre a, on a

wwarva = lwav U (lwav \ Jw)-a. (1)

b. Montrer que 'union lwar U (lwav N\ Jw)-a est disjointe si et seulement si le mot v ne contient
pas la lettre a.

Quand 'union est disjointe dans I'équation (1), on peut obtenir Card(Ju), pour u = wava, en
combinant Card(lwav) et Card(lw). Cette approche se généralise au cas d'un mot quelconque.
Question 7. a. Donnez des équations récursives permettant de caleuler Card({u) en se ramenant
a des préfixes de u. On pourra considérer par exemple les diverses occurrences de la derniére lettre
de u quand elle existe.

b. En se basant sur vos équations, programmez une fonction OCaml nb_sousmots : string
-> int qui, pour un mot u donné, calcule Card(lux) en temps polynomial en lu|. Justifiez votre
analyse de complexité. tiCn'f/le.;Lu{f A



ue u :\< w et v -—\< w. Il eXiSte unei

un mot w tel d L . : :
t un t v, on s'intéresse & celui quj ggy o Ditg

ms a u €
aphique pour départager les sur-mots comyy, g,
(&

Un sur-mot commun a u et v €8 -
f o Py 3§ Co1l
de tels mots., Parmi tous ces sul mols €O

. . dans Pordre lexicogr . . un
court, et qui est le premier ddllb’l ordre v) et par exemple pcsmc(lnformathue’ difficil S de
méme longueur. Ce mot est noté pesme (i, JIS
difnficormatilque.

N j ez que si pesme(ua, =
Question 8. a. Soient a,b deux lettres distinctes. Montrez q P (ua,vb) = Wa algy

= : . s i, v, W, .
w = pesme(u, vd), ceci pour tous mots i, v, - anmations qui permettent ‘
b. Généralisez la propriété précédente cn donnantlde: quatlol g de Caractérigy,
. o R ; a = 0.

pesmc(ua, vb) dans le cas général, y comPpris L ) en temps polynomial en |y]
c. Programmez une fonction OCaml calculant pesme(t, v U+ v Poyr

P gt - ’ omplexité.
des mots u et v arbitraires. Détaillez votre analyse de com]

II. Sous-mots et expressions rationnelles

On rappelle que les expressions rationnelles sont écrites a partir des expressions de base
«e», «0 », ainsi que les lettres « a », « by, ... que I’on peut combiner au moyen des Opérateurs‘
binaires « + » et « - » (désignant 'union et la concaténation de langages) ainsi que de '« étoile
de Kleene », un opérateur unaire « * » noté en exposant.

Le langage représenté par une expression rationnelle e est défini inductivement par L(e) =
{e}, L®) =0, L(a) = {a}, ..., L{e + ¢') = L(e) UL(¢'), L(e-¢') = L(e)-L(€’) et enfin

i
L(e")=L(e)" ={c} U L(e) U L(e)-L(e) U -+ = U L(e)-L(e)--- L(e) .
ieEN

Pour manipuler des expressions rationnelles, on utilisera la définition OCaml] suivante :

type ratexp =
| Epsilon
| Empty
| Letter of char
| Sum of ratexp * ratexp
| Product of ratexp ratexp
| Star of ratexp

Par exemple, les expressions rationnelles a(b+c)* et ((8 + €)*)* seront B ASeTitdEs P
= ‘epreser ar
let e_exmpl = Product (Letter ’a’, Star (
’ Sum (L
let e_exmp2 = Star (Star (Sum (Empty, Epsilon§)§tter b7 Letter *c?)))
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Jans 1t
Jot rac taillo_ratexp (e : rataxp) =

match @ with

| Empty >0 Epsilon -> 1 | Lottor _ -» {

| Sum (e1,02) => 1+ taillo.ratoxp(ol) + tadllo_ratoxp(o2)

| product (al,e2) -> 1 + taillo_ratoxp(ol) + taillo_ratoxp(o2)
| star (el) -> 1 + taillo.ratoxp(al)

N ( SEETT ] Q oot "
Question 9. On délinit los expressions rationnellos ey el ey par

let el = Product (Star (Product (Sum (Lottor 'n’, Empty), Lottor c’)),
Product (Lettor b,
Product (Empty,
Star (Product (Lotter ’c’, Lotter 'c¢’)))))
let e2 = Product (Star(Product(Lotter b, Lottor ’a’)),
Product (Sum (Epsilon, Lettor ’a’), Star(Lettor ’c’)))

Pour chacun des langages L(ey) et L(ea), dites 8'il contient um mot commengant par a; par b;
l)i‘ll‘ C.

Question 10. Programmez une fonction OCaml peut_debuter_par : ratexp -> char ->
bool testant, pour une expression rationnelle e et une lettre a, si L(e) contient un mot commen-
cant par a.

Pour un langage L, on définit JL = J,¢;, Jw. On s'intéresse maintenant & la question de
savoir, pour un mot u et une expression rationnelle e, si w est dans J.L(e), c.-d-d. si u est sous-mot
d'un des mots définis par e. Une solution possible passe par des calculs de résidus de langages.
Formellement, pour un langage L C A* et un mot w € A%, on définit le résidu de L par u
comime

()L = {ve A" | Jw tel'queu S w et wv € L} ¢
Ainsi, u est sous-mot d’un mot de L si et seulement si € € (u) L. Notons d'ailleurs que ¢ € (u) L

ssi (u)L # 0.

Question 11. Pour chacune des égalités suivantes, dites lesquelles sont valides pour tous mots u
et v, lettre a, et langages L, Ly, La. Justificz vos réponses négatives par un contre-exemple.

(1) (eL=1L, (2) (@) (Ln-L2) = ({a)L1)-L2U (a)La,
(3) (wv)L = (u)((v)L), (1) (L") = ((u)L)-L" .

Question 12. a. Programmez une fonction OCuml eps_residu_ratexp : ratexp -> ratexp
qui & partir d’une expression rationnelle e construit une expression rationnelle ¢’ telle que L(e) =
{e)L(e).

b. Donnez (et justifiez) un majorant, en fonction de |e, de la taille |¢/| de Pexpression construite
Par votre programme.

<
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i i : char -> ratex

Question 13. a. Programmez une fonction OCaml char_fesu?/u_ratexp S e p

-> ratexp qui, & partir de a € A et €, construit une expression e telle que = -

’ |e|, de la taille le”| de I'expression construite
)

b. Donnez (et justifiez) un majorant, en fonction de

par votre programme.

Question 14. a. Programmez une fonction OCaml sousmot_de_ratexp : String -> ratexp
-> bool décidant si u € [L(e) pour un mot u et une expression rationnelle e.

Indication : on pourra utiliser la fonction char_residu_ratexp. .

b. Votre programme s’exécute-t-il en temps polynomial en [u| + |e| ? Justifiez briévement votre

réponse.

On développe maintenant une autre approche pour décider si u € JL(e). Pour un mot U=
apay -+ - ap—1 et un langage L C A*, on définit FC(u, L) comme étant Pensemble des couples (3, 7)
tels que 0 < i < j < [u et uli, j[ € L.L. Quand (i, j) € FC(u, L) on dit que « L couvre le facteur
(¢, 4[ de w ». On écrit aussi FC(u, e) au lieu de FC(u, L(e)) quand e est une expression rationnelle.

Pour représenter un ensemble de couples tel que FC(u,e), on utilisera une matrice boo-
léenne M de dimension (n + 1) x (n + 1) telle que M([i,j] = true ssi (i,7) € FC(u,e). Notons
qu’en particulier M[i, j] = false pour j < i.

Question 15. Programmez une fonction facteurs_couverts : string -> ratexp -> bool

array array qui, pour un mot u et une expression e, calcule FC(u,e). Indiquez et justifiez

brievement la complexité de votre fonction.
Pour ce code, il est suggéré de construire la matrice associée & une expression complexe e a partir

des matrices associées aux sous-expressions de e.

Question 16. En utilisant la fonction facteurs_couverts, programmez une nouvelle version
de la fonction sousmot_de_ratexp décidant si u € |L(e) pour un mot u et une expression
rationnelle e (cf. question 14). Indiquez la complexité de la nouvelle version.



